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Vorwort 



Das vorliegende erste Heft der «Einleitung in die Theorie 
der BesseFschen Funktionen» behandelt nur die Bessel'sche 
Funktion I. Art. In dem ebenfalls im Drucke befindlichen 
zweiten Heft sollen die Bessel'scheu Funktionen H. Art, so- 
wie die Beziehungen beider P^unktionen und bestimmte Inte- 
grale, welche Bessel'sche Funktionen enthalten, zur Darstel- 
lung gelangen. Wir haben uns hiebei ziemlich genau dem 
Lehrgange angeschlossen, den unser verehrter Lehrer Herr 
Prof. Dr. Ludwig Schläfli f 1895 in seinen Vorlesungen und 
Manuscripten eingeschlagen hat. Dieser Lehrgang ist von 
uns selbst mehrfach in Vorlesungen erprobt worden und bietet 
in seiner Darstellung vielleicht manchem Fachgenossen eini- 
gen Aufschluss über die eigenartigen Methoden unseres Alt- 
meisters der Mathematik. Das Manuscript wurde von Prof. 
Dr. Graf in Bern hergestellt, dann von Dr. E. Gubler, Do- 
cent in Zürich, durchgesehen und schliesslich sind die Druck- 
bogen ausser von den Genannten noch von Herrn Prof. Dr. 
H. Amstein in Lausanne einer Revision unterworfen worden, 
dem wir hierseits seine aufgewendete Mühe und Mitarbeit auf 
das beste verdanken. Die Zusammenstellung der Anmerkungen 
am Schluss des Heftes dürfte manchem Leser willkommen 
sein. Das Werk sei der wohlwollenden Beurteilung der Fach- 
genossen empfohlen. 



rj.. \ 1 im April 1898. 
Zürich ' 



Prof. Dr. J. H. Graf 
Dr. Ed. Gubler, Docent, 
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Einleitung. 



§ 1. Historischer Znsammenhang der Bessel'sehen Funktionen 
mit Problemen der Hatliematik, matliematisclien Physik 

und der Astronomie. 

Die ersle, venn auch, wie sich zeigen wird, indirekte Veran- 
lassung in der Analysis transcendente Reihenentwicklungen in der 
Form von Besserschen Funktionen anzuwenden, muss auf Jacopo 
Riccati zurückgeführt werden. Derselbe legte 1724 den Analysten 
folgende später nach ihm benannte Gleichung zur Lösung vor:^) 

dy + Ay'x»-! dx = B\'»-Mx, (1.) 

welche nur gelöst wurde für den Fall , dass -^, — gerade ist. Leon- 

hard Euler*) gab (1.) die einfachere Form 

dy -f y* dx =« ax'^dx (2.) 

und Daniel Bernoulli^) 

ax'^ + i dx + x-ay«dx = bdy. (3.) 

Nun kann man die Differentialgleichung für die Bessefsche 
Funktion I. Art 

X« -i^ + X -57 + ^'*- '*^ J' = ® (*-^ 

durch passende Substitutionen überführen in die Form 

dz + x-2»-i z« dx + x2«+i dx = 0, (5.) 

eine Form, die mit (1.) übereinstimmt und deren Integral ist 

— a— 1 a + 1 

z = X "' + 1 if> ~ ^ ^ <-> , (6.) 



wo C = j3 



— a a 

J(x) + C J(x) 


) 


A . 

• -^ sin aTT — 


cos a TT 
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Der erste, der diesen Zusammenhang herausfand , war wohl 
Ludwig SchUifli *), ihm folgte Eugen Lommel}) 

Das erste der beiden mathematisch-physikalischen 
Probleme, welche auf Bessersche Funktionen führen, rührt von 
Daniel Bernoulli tter'und datirt aus dem Jahr 1732. In seiner Arbeit: 
«Theoremata de osciHalidnibus corporum filo flexili connexorum et calenae 
verticaliter suspehsae> ') behandelt er die Schwingungen einer homogenen 
Kette, die am obern Ende befestigt ist und mit dem untern Ende um 
ihre Gleichgewichtslage schwingt. Jedes Element möge horizontal 
schwingen, m sei die Masse der Längeneinheit der Kette, 1 die Länge 
der Kette, y die horizontale Ausweichung zur Zeit t und x die Entfernung 
des' Elements vom Auf hängepunkt, endlich mögen T und T 4" dT die 
Spannungen an den Enden des Elements darstellen, so hat man 



, d«y d /_ dy . . 
dt' dx \ dx 



i) 



d» 
"^d 



!y _ A /t ^\ (7) 

t* dx !^ dx; ^'''* 



Nehmen wir nun angenähert T = mg (l — x), dann folgt 

d'y _ n _ \ ÜL _ ^ 
dt«"" ^^ ^^ dx« ^dx 

Setzen wir z = 1 — x und y = ue°^*, wo u = f (z), 

so folgt 

d«u , du , n« 

dz« ' dz *~ g 
Zur Abkürzung sei 



z ^TX + xr + -^ " = 0- (8)- 



n« 



k« = — und u =- a^j -f- a^ z -|- ^2 z« -f~ • • • •» 

PS 

so folgt 

z (232 + 3 .2a3Z -{-.... -f (s + 1) s .a^_^^z«-i +. . .) 

+ (a, + 2a2Z+ . . . + (s -f 1) a^_^jZ» + ) 

+ k« (a^-f- a^z + . . . + a^z« -f . . .) = 0. 

Daraus ergeben sich für die Coefflcienten die Bestimmungs- 
gleichungen 

a,+ k«n,^ 

4a2+ k«a,= 
(s -f- l)'-* a, . i -f- k«ag = 0, daraus folgt 
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u =a, (1 - k^z + ^ - ^3ä +•••) = ^0 "^ (»^» ^)-') (9-) 

Diese Reihe ist für alle endlichen Werte von k und z konvergent 
und nur ein specieller Fall der BesseVschen Funktion I. Art. 
Leonhard Euler hat im Jahr 1781 dieses Problem im Sinne Daniel 
Bernouili's wieder aufgenommen. In seiner Abhandlung: «De oscilla- 
tionibus minimis funis libere suspensit»^) bringt er pag. 167 und 
168 die gleiche Reihe 

u . u* u^ 



^ ^ 1 ' 2' 2^ • 3^ ' 



» 4:^ + T^ + y = 0. (9.) 



als Lösung der DifTerentialgleichung 

d u* du 

Dieselbe erweist sich ebenfalls als ein specieller Fall der Differential- 
gleichung für die Bessersche Funktion I. Art. 

Ilieher gehört auch die Abhandlung: «De perlurbatione motus 
chordarum ab earum pondere oriunda»*) pag. 185, 186. 

Ausser dem Schwingungsproblem musste auch das 
Problem derWärmeleitung nolhwendiger weise auf Bessefsche 
Funktionen fähren und hiermit kommen wir auf/. B.J. Fourier, Thöorie 
analytique de la chaleur, Paris 1822. Fourier sagt selbst im Vorwort, 
dass sein genanntes Werk schon längst von ihm beendigt gewesen, 
dass der Druck oft verzögert, ja unterbrochen worden sei. Fourier 
hat sehr wahrscheinlich seine Forschungen bezüglicb der Wärme- 
bewegung in einem festen Cylinder bereits schon 1811 abgeschlossen 
und das Manuskript am 28. Dezember 1811 in das Archiv des 
Institut de France gelegt. Zum Drucke gelangte es aber erst Im Laufe 
des Jahres 1821, wiewohl schon vorher Auszüge mögen erschienen sein. 
In dem berühmten VL Kapitel «du mouvement de la chaleur dans un 
cylindre solide»'^) setzt Fourier einen Cylinder von unendlicher Länge 
voraus, der so erwärmt wird, dass die Temperatur jedes Punktes des- 
selben nur von seiner Distanz von der Axe des Cylinders abhängig 
ist. Man bringt weiter den Cylinder in eine Umgebung, die stets 
auf der Temperatur 0^ erhalten wird und die Aufgabe besteht nun, 
die Yertheilung der Wärme anzugeben, die nach dem Verlauf der Zeit 
t vorhanden sein wird.**) 

V sei die Temperatur eines Elements, das die Entfernung x von 
der Axe habe, die Längeneinheit des Cylinders sei von coaxialen 
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Cylinderllächen mit den Radien x und x -{- d x begränzt, K sei das 
Leilungsvermögen des Cylinders, dann lässl sich der Ueberschuss der 
eintretenden Wärmemenge über die austretende während des Inler- 
ralles dt folgendermassen darstellen 

[- fe|^ . 2.x + K2.x|l + K-l(2.x -|I) dx] dt 

oder 

dH = 2^K X -^ + -^ dxdt. (1.) 

Der Inhalt des Cylinder-Elements ist 27rxdx. Nun sei D die 

Dichtigkeit, C die speciDsche Wärme, die Temperaturzunahme 

dv 
dv = -TT dt; also folgt 
dt 

CD . 27rxdx 4r dt — dH (2.) 

dt 

Aus (1.) und (2.) 

eine Gleichung, welche Fourier schon pag. 112 des citirten Werkes 
gegeben hat. Die Funktion v genügt aber zugleich noch der Differential- 
gleichung 

h , d V ^ ,, ^ 

^v + -=0. iL) 

WO h die Wärmemenge bedeutet, die während der Zeiteinheit nach 
aussen abgegeben wird. 

Um vorstehende Gleichungen zu integrlren, nimmt Fourier fär 
V einen sehr einfachen Werth an und setzt analog der gewöhnlichen 
Auflösungsmethode 

V = e~"*u, (6.) 

wo m beliebig, u eine Funktion von x allein ist. Aus Gleichung (3.) 

entsteht sodann, wenn -jrpr = ki 

m , 1 d u , d^u _ ,^ . 

und Fourier findet 

„ _ 1 _ «^ ... _?!^ _ 8'^' . n . 

" — ^ 2« ' 2*- 4" 2'- 4*- ü" ' ^ ^^ 
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eine Reihe, welche mit derjenigen von Daniel Bernoulli (s. Seile 3 No. 9) 

1 ffX* 

übereinsUmml, wenn — ~- = kz gesetzt wird. Gleichung (6.) 

ist dann in der That nichts anderes als die Diflerentiatgleichung der 
Besserschen Funktion I. Arl vom Parameter 0, nämlich von J® ( x v/ g ) 

und es darf u = j(\V^g) gesetzt werden. Mit Hülfe der nach ihm 
benannten Reihen findet Fourier 

J ( X V'T) = -^ I cos ( X \/Y sin r ) dr. (8.) 

Da die Normalform für die Bessersche Funktion I. Art lautet 

J (x) = — I cos (x sin r — n r) d r, 



1 f ^ 
= — I cos 





so ist die Uebereinstimmung von (8.) mit dieser Form sofort da, so- 
bald n = und x \/g statt x gesezt wird. 

Hieran schliessen wir noch folgende Bemerkung: Fast gleich- 
zeitig wie Fourier kommt auch Poisson in seiner Abhandlung: 

«Sur la distribution de la chaleur dans les corps solides», welche 
er am 31. Dezember 1821 der Akademie der Wissenschaften zu Paris 
vortrug, und welche im XiX. Heft des Journal de f^coie pulytechnique 
publizirt ist, auf derartige Funktionen. 

hn dritten Abschnitte des zilirten Werkes behandelt er die 
Wiirmevertheilung in einem homogenen Cylinder, der in irgend einer 
Weise vorher erwärmt wurde und sich nun langsam abkühlt. Mit 
grossem Scharfsinne entwickelt er dabei diesbezügliche, oft recht 
komplizirle Formeln, und zwar zuerst für den allgemeinen und dann 
für die beiden speciellen Fälle, wo der Radius des Grundkreises ein 
Mal sehr klein und das andere Mal unendlich gross ist. Dabei findet 
er eine Integralformel, welche noch die veränderlichen Werthe einer 
Grösse k enthält, die der Gleichung 

1,2 bS hi 

1 — k -^ - - I - T =0 

^(1.2)« (1. 2. 3)« ^(1- 2. 3. 4)2 ^ 

genügen muss. 

Poisson betrachtet k als eine stetige Variable und setzt 



= I OS (k cos 



w) dw 
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und erhält die gleiche DifTerenlialgleichung wie Fourier, nämlich 

dk« ^ k dk ^ ^ 

Von ganz besonderer Bedeutung für das Auftreten der Bessel'- 
schen Funktionen ist die sogenannte Kepler'sche Aufgabe. 
Johannes Kepler^^) kam Anfangs 1600 nach Prag zu Tycho de Brake, 
dessen Ämanuensis Christian Seierin^Longomantanus sich mit der Be- 
wegung des Mars beschäftigte. Kepler betheiligle sich an den Arbeilen, 
da er überzeugt war, dass durch die Bewegung des Mars man zu den 
Geheimnissen der Astronomie gelangen müsse, ansonst man in solchen 
beständig unwissend bleiben werde. Das Resultat seiner Forschungen 
publizirte er in dem Werk: 

«Astronomia noua aixioXoyrixog^ seu physica coelestis, tradita 
«commentariis de motibus slellae Martis, ex observationibus G. V. 
«Tychonis Brahe: Jussii et sumptibus Rudolphi II. Komanor. Imper. etc. 
• Plurium annorum pertinaci studio eiaborata Pragae a S**^ C^^ M^'» 
«Sae Mathematico Joanne Keplero, cum eiusd. G*^ M*^* priuilegio 
«speciali. Anno Aerea Dionysianae CIO IOC IX. Gross Fol. 9 Bogen 
«337 Seiten.» 

In Kap. LX, S. 300 wird Kepler auf die Yergleichung des 
Winkels, welchen der Planet beim Umlauf um die Sonne beschreibt, 
mit dem elliptischen Sektor vom Brennpunkt aus genommen geführt. 
Er stellt den Geometern folgende Aufgabe : 

«Data area partis semicirculi, datoque puncto diametri, invenire 
«arcum, et angulum ad iilud punctum: cuius anguli cruribus, et quo 
«area, data area comprehenditur. Yel: Aream semicirculi ex quocunq. 
«Puncto diametri in data ratione secare, d. h. die Fläche eines Theiles 
«des Halbkreises und ein Punkt im Durchmesser sind gegeben, man 
«sucht den Winkel an diesem Punkt, zwischen dessen Schenkeln und 
«dem Kreisbogen die gegebene Fläche enthalten ist. Oder: Die 
«Fläche eiues Halbkreises aus einem gegebenen Punkte des Durch- 
«•messers nach einem gegebenen Yerhältniss zu theilen.» 

Kepler glaubt, die Aufgabe könne a priori wegen der Hetero- 
genuilät des Arcus und seines Sinus nicht aufgelöst werden und schliesst 
mit den Worlen: «Erranti mihi quicunque viam monstraverit is erit 
mihi inagnus Apollonins.» Kepler weiss kein anderes Miltel, als dass 
man Tafeln für die mittlere Anomalie berechnen müsse, um daraus 
wieder auf die wahre zu schliessen. Nach dem ersten Kepler'schen 
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Gesetze sind die Flächenräume der elliptischen Planelenbahnen den 
Zeilen proportional, in welchen die zugehörigen Bogen beschrieben 
werden. Soll nun aus der seit dem Durchgang durch das Aphelium 
(»der Perihelium verflossenen Zeit der Ort des Planelen bestimmt 
werden, so muss die Fläche der Ellipse nach dem Verhällniss der 
gegebenen Zeit zu der ümlaufszeit eingelheilt werden. Kann man 
nun die Aufgabe für den Kreis lösen, so ist sie auch lösbar für die 
Ellipse.^») 

In beistehender Figur sei 

^ D C M == 4- C M . E. 
Sector ACM = 4^ A G . A M. 




A Halbkreis ABM=— AC.AMB. 



2 

1 
2 



Das Verhällniss der Flächen A D M und A B M sei dargestelll durch 
m : n also 

ADMiABM = m:n 
AG. AM + GM.DE: AG. AMB = m : n 

A M + D E : A M B = m : n. 
Nun sei A G = 1, G D = e, ^ A G M = i//, dann folgt 

^ -\-^ün\p:7t ■-=• m : n. 
Das Verhällniss m : n ist aber mit dem 2^. \p veränderlich, also setze 
man m : n = w : tt. 

i/^ -j- e sin ?/; : TT = w : /r 

w . :i= 1// -f- e sin ifi. 

Isl w gegeben, so lässl sich, wie Kepler richtig ausgeführt hat, 
}p nicht ohne Weiteres finden, man kann sich helfen mittelst einer 
forlgesetzten Annäherung der VVerlhe oder durch eine unendliche 
Reihe. Den ersten Weg schlug 1686 (1687) Isaac Neu ton ein, in seinen 
«Principia Philos. nal.» LI. Schol. Prop. 31, sodann 1750 Leonhard Euler, 
Gomm. Acad. Scienl. Imper. Pelropol. XII S. 119, 1788 Nicolaus Fuss, 
«Nova Ada Acad. Pelropol.» T. III. S. 302. 

Den Unterschied w — ifj durch eine Reihe darzustellen, zeigle 
zuerst 1718 John Keill in seiner «Introduclio ad veram Aslronomiam 
sive lectionos Astronomiae habit« Oxoniae.» 8^ Leclio XXIV 
Schon vorher erschien von ihm «Problematis Kepleriani solutio New- 
toniana. Phil. Tr. 1713.» 
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Andere Auriösungsmelhoden gaben Christopher Wreri und nach 
ihm John Wallis 1659. Beide suchten den Punkt des Kreisumfangs, 
durch welchen die Theilungslinie gehen sollle, raitlelst der Cycloide. 
Man vergleiche die Arbeit von Waliis «Tractatus de Cycloide» Opp. 
T. I. p. 540. David Gregory entwickeile in seiner «Astronomia physica 
et geomelrica» Oxon. 1702 den Sinus versus von AM in eine Reihe. 
Jakob Hermann suchte 1726 in seinem Aufsatz « De problemati Kepleriano» 
Comment. Acad. Petropol. T. I. S. U4 in ähnliclier Weise den Punkt 
des Kreisumfangs mittelst der Quadralrix von Tschirnhausen, Mit der 
Kepler^schen Aufgabe haben sich weiter beschäftigt Jacques Cassini 
in den «Hömoires de TAcad^mie des Sciences», Paris 1719^ sowie 
1740 in seinen «E16mens d' Astronomie » S. 141, ferner J. Machin, 
«Solution ofKepler's Problem» Phil. Trans. 1738; ähnlich wie Cassini 
behandelte die Frage Jos, J4rome le Fran^ois de La Lande in seiner 
Astronomie 1764, Paris, 2 Bde., § 1247. Mehr im Anschluss an 
Newtons Nälierungsmethode ist diejenige, welche Thomas Simpson in 
seinen «Essays on several subjects in speculative and mixed mathe- 
matics», London 1740, 4^ entwickelt hat, während Jeaurat in den 
«M6m.pr6sent6s ä TAcademiedes Sciences» T. IV, 1763, cyclomelrische 
Funktionen zur Auflösung der Gleichung vf = ^ -{- e sin xp ver- 
wendete. Von Alexis Claude Clairault rührt eine Formel her, welche die 
wahre Anomalie durch die mittlere darstellt. Dieselbe findet sich in einer 
preisgekrönten Arbeit «Theorie de la Lune döduite d*un seul principe 
de Tattraction», Petersbourg 1754, 4^, und ist von La Lande in der 
ersten Ausgabe seiner Astronomie § 2680 — 2690 bewiesen, in seiner 
dritten Ausgabe 1791, § 3483 gibt La Lande noch einen andern Beweis 
dieser Formel. Von Jos, Louis Lagrange haben wir in den M6m. 
de l'Acadömie de Berlin 1763 einen Aufsatz «Sur le probl^mo de 
Kepler», der von grosser Bedeutung isL Charles Bossut versucht 
in den M6m. de l'Acadömie des Sciences de Paris 1777, sowie auch 
in seinem «Traitö du calcul dilT^rentiel et integral» eine Methode 
aufzustellen, wodurch mittelst unbestimmter Coefflcienten und successiven 
ungeraden DifTerentialquotienten die wahre Anomalie aus der mittlem 
gefunden wird. Von J. H, Lindquist rührt her «Neue Art, die wahre 
Anomalie aus der mittlem zu berechnen», siehe Handlingar der kgl. 
Akademie Stockholm 1778. Am interessantesten löste diese Aufgabe 
wohl 1784 Laplace in seiner «Theorie du mouvement et de la iigure 
elliptique des planstes» ArL X. Wir führen weiter noch an 
J, Trembley «Ueber Kepler's Problem» Astronomisches Jahrbuch von 
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Bude 1782; /. KIngel «Aus der excenlrischen Anomalie die milllere 
zu flnden», ibid. 1789; Z. Nordmarky «Inlegral des Seclors in Kepler *s 
Aufgabe», ibid. 1789; Camerer «Zwei Formeln, die wahre Anomalie 
zu berechnen» ibid. 1794; Hauff «Ueher die Anomalien», ibid. 1797. 
Dionyse du S^jour veröffentlichte auch zwei Lösungen, die eine in 
seinem «Trail6 analylique des mouvemens apparens des corps Celestes 
Paris, 2 vol. 1786», tom. II § 481, die andere in den M6m. de TAcadömie 
des Sciences, Paris 1790. Von W. H. Detmoldt haben wir «Kepleri 
Probt, celebre» Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen 1798 und denSchluss der bezüglichen Arbeiten im vorigen Jahr- 
hundert bildet /./t?ory «A new andunivers. Solution of Kepler's Problem» 
Trans, of the Royal Soc, Edinburg 1800. Der Vollständigkeit halber 
führen wir noch an Brinkley, «Exam. of various Solutions of Kepler's 
Problem.» Trans. Royal Irish ^Acad. Dublin 1802; F. T, Schubert 
«.\ new investigation of Kepler's Problem» (1817), M6m. of the 
Americ. Acad. of Arts and Siences 1818 ; Schubert «lieber das Kepler'sche 
Problem», Astronom. Jahrbuch von Bodo 1820, S. 113 u. ff, in 
welchem Aufsatz Schubert mittelst des Lagrange'schen Lehrsatzes die 
Zahlenentwickelung bis zur 18. Potenz der Excentricilät getrieben 
hat. Von F. Carlini haben wir: «Ricerche sulla convergenza della 
Serie che serva alla soluzlone del problema di Keplero» Effemeridi 
astronomichi di Milano 1818, und endlich seien von Degen noch zwei 
Arbeiten angeführt, die eine «Ueber das Kepler'sche Problem» Astronom. 
Jahrbuch von Bodo 1821, die andere über «Approximative Bestimmung 
der wahren Anomalie aus der mittleren* ibid. 1822. 

Es war F, W. Bessel vorbehalten, den richtigen Weg zur analy- 
tischen Lösung des Kepler'schen Problems zu zeigen. Er ist bekannt- 
lich der erste, welcher die Entwicklung der Miltelpunktsgleichung 
und des Radius Veclors in Reihen, die nach Sinussen und Cosinussen 
der mittleren Anomalien fortschreiten, durch Integration gelehrt hat. 
Alle früheren Verfahren, die von einiger Bedeutung sind, stützen sich 
auf den Lagrange'schcn Satz und machen eine aufeinanderfolgende 
Differenzirung nothwendig. In seinem Aufsalz «Analytische Behandlung 
der Kepler'schen Aufgabe» verwendet Bessel einen von Euler 1777 ge- 
gebenen, von Dirichlet erweiterten Satz in wahrhaft genialer Weise. 
Diese wichtige Arbeit BessePs, vorgelesen in der k. Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin den 2. Juli 1818, gedruckt in den Abhand- 
lungen der Math. Classe der Akademie 1816 — 1817 p. 49., dann in seinen 
gesammelten Werken I p. 17 findet sich auch fast wörtlich in einem 
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Brief an Lindenau (vom Juni 1818), mitgelheill in der «Zeilschrift für 
Aslronomie» V. S. 367, sodann in seinem «Briefwechsel mil Olbers* 
II. S. 85—89. Die Arbeit ist besonders in ihrem Schhiss von grund- 
legender Bedeutung für die zweite, noch wichtigere Arbeit Bessel's, 
«Untersuchungen über den Theil der planetarischen Störungen, welcher 
aus der Bewegung der Sonne entsteht». Dieser Aufsatz wurde der 
Akademie der Wissenschaften den 29. Januar 1824 vorgelegt und ist 
gedruckt in den Abhandlungen derselben, Math. Classe 1824 S. 1. Dort 
finden wir auf Seite 22 zum ersten Mal mit der heute noch üblichen 

Bezeichnung die Funktion J(k), nämlich 

2 7r J(k)= I cos (h € — k sin c) de 



/27l 





und Seite 23 deflnirt er die von ihm eingeführte; aber noch nicht 
benannte Transccndente durch die bekannte Summe: 

h 








J7h I h-\-l\2j * l-2(h4-l)(li+2;\^2 

Seile 36 gibl Bessel die zweite fundamenlale Inlegralform, nämlich 

1- 2. 3... (21-1) 2 
Die entsprechende andere Form, nämlich 



•'i) = 1 — n ~ri 77r~7T • ~s I ^^^^"^ ^ • c^s (k sin e) de. 

7t J 




2 n 

1- 2- 3...(2i-l) 2 



• 2i /INJ 

Sin e.cos (k sm e) de 





hat Bessel, weil selbstverständlich, nicht abgeleitet. 

Das Verdienst diese wichtige Transcendenle zuerst nach Bessel 
benannt zu haben, muss R. Lipscintz zugeschrieben worden, dessen 
vom 14. Juli 1858 dalirter Aufsalz im Journal für reine und angewandte 
Mathematik von Grelle (Bd. 56, S. 194 u. ff.) überschrieben ist «Die 
Bessel'sche Transcendente J». 

In Folgendem soll nun zuerst der Zusammenhang der BesseKschen 
Funktionen mit der Kepler' sehen Aufgabe uniersucht werden. Bezüglich 
der Lilteralur über das so wichtige Kepler'scho Problem, die zeitlich nach 
Bessel's Arbeilen zu berücksichtigen wäre, verweisen wir auf 0. Stnive, 
Librorum in Bibl. Speculae Pulcovensis anno 1858 exeunto contentorum 
catalogus systematicus, S. 334 — 337, wo Arbeiten von Wallace 1835, 



11 



Wolfers 1846, Encke 1850, Grunert 1851, Hansen 1852, C. vi. Kletke 
1852, JE. Schubert 1853 sich angegeben finden. Weitere Litteralur 
führen wir an entsprechender Stelle im Texte selbst an. 



§ 2. Zasammenhang zwischen dem Kepler'schen Problem 

und den Bcsserschen Funktionen. 

Es sei A B D die Hälfte der Planetenbahn, A B D * ein über der 
grossen Axe 2 a der Ellipse beschriebener Halbkreis, F der Brenn- 
punkt, in welchem die Sonne stehe, P der Ort des Planeten in seiner 
Bahn zur Zeit t, so heisst ^ BFP = u = die wahre 
Anomalie, ^ QOB = <p = ex contris che' Anomalie. Denkt 
man sich nun einen Hülfsplaneten Q^, der den Kreis über der grossen 
Axe der elliptischen Planetenbahn mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
durchläuft und gleichzeitig mit dem wahren Planeten P durch das 

Perihelium B gehl, so ist der 3^ BOQ* 

= e die mittlere Anomalie. 

Die letztere ist offenbar der Zeit 

^/ proportional. T bezeichne die ganze Um- 




laufszeit des Planeten, dann ist 
T : t = 2 7r : « 

9 _ 7t 



a.) 



Zur Vereinfachung sei die grosse Halbaxe der Planetenbahn mit 
1, die kleine mit 1, die lineare Excentricität OF mit k dargestellt, 
also 1^ -j- k* = 1, dann ist 

Seetor PFB _ t 



Ellipsenfläche 
Sector QFB 

7t 



= - , also auch 



t 
T 



= -~, somit Sector QFB 



7t 



rn 



t. 



Aus a.) und /?.) folgt: Sector QFB = 

Da nun B Q = ^ V'. F Q = 

QFB = 2 — 

daher nach y.) und d.) e =i <p — 



k 



/^.) 



y.) 



sin ipy so hat man 



~ sin <f, 
k sin (p. 



8.) 
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Die Kepler'sche Aufgabe verlangt die Auflösung dieser Gleichung 
nach ip. Da M F = cos ^ — k, M P = I sin ^, so ergibl sich für 
den Radius vector F P = r 

r = 1 — k cos ^ 

als Polargleichung der Planetenbahn. 

Wir muUipliziren die Kepler'sche Gleichung mit i und gehen 
zur Exponenliairunktion über 

e*® = gif^-iksJn^^ 

Setzt man e*^ a= x, e*^ = y, so folgt 

x = ye '^^^ y/. 
Ersetzen wir y durch — , so geht die rechte Seite der letzten Gleichung 



über in 



d. h. X über in 



ye " ^ y^ 

somit ist X, so lange y nicht oder unendlich wird, eine eindeutige 
überall endliche und stelige Funktion von y. Man schneide aus der 
y-Ebene den Bereich von mittelst eines beliebig kleinen Kreises 
um heraus und trenne nach aussen den Bereich oo mittelst eines 
beliebig grossen Kreises um ab; im übrig bleibenden Kranze kann 
die Funktion x ausgebreitet werden, ohne dass Yerzweigungspunkle 
entstehen und nirgends wird x null oder unendlich. Nun soll um- 
gekehrt ein x-Feld so eingerichtet werden, dass man auf ihm die 
Funktion y ausbreiten kann. Die erste Frage ist: Hat das x-Feld 
Yerzweigungspunkte und wo liegen sie? Ein gewöhnlicher Ver- 
zweigungspunkt ist durch die Entwicklungsform 

y — b = Consl. mal (x — a) V> -j- . . . . 

deßnirt, also durch 

X — a = Const. mal (y — b)* -f- 

mithin durch die Bedingung, dass — j — = 0, oder wenn man mit 

— - mulliplizirt durch -^- = ^, — = 0, vorausgesetzt, dass 
X xdy dLogy ® ' 

y 

--in den belrelTenden Punkten nicht 0, noch oc wird. 

x ' 
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Wie nun leicht einzusehen, gehören zu einem Werlhe von x 
zwei verschiedene Werlhe von y, die Entwicklung nimmt die Form an 

X — a = B (y — b)« 4- G (y — b)» + . . . . 
und in tiefster Annäherung ist 

y — b = Coeff. mal (x — a)V* 
und es treten somit Yerzweigungspunkte auf. Während also x den 
Punkt a einmal umläuft, so muss gleichzeitig y den Punkt b zweimal um- 
laufen. 





X - Feld. y - Feld. 

Um also in unserm vorliegenden Fall die Yerzweigungspunkte 
zu erhalten, haben wir den Ausdruck 

X = ye"" 2 (y-y) 

logarithmisch zu differenziren und den DifTerentialquotienten gleich 
zu setzen, also da 

Log X = Log y — — J y —yX ^Igl 
dLogx 



' -i-('+f)- 



dLogy 
Die Bedingung für einen Verzweigongspunlil wird also 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind zu einander reciprok. Wir 

bezeichnen die erste mit c = , , dann ist die zweite — = — ; — 

k ' c k 

Das X - Feld hat also nur zwei Yerzweigungspunkte, sie liegen beide 
auf der positiven Axe, der eine c östlich, der andere — westlich 
vom Punkte 1. 



— 14 — 



Die Ausbreitung von y auf dem x - Feld verlangt desshalb eine 
zweiblätlrige Fläche von folgender Form 




Wählen wir also im ersten Blatt eine innere Grenz-Kurve, so dass 

der Verzweigungspunkl — eingeschlossen und eine äussere, so 

c 

dass der Verzweigungspunkt c ausgeschlossen wird, so entsteht ein 
Kranz, innerhalb welchem keine Verzweigung möglich, die Funktion 
y also überall eindeutig und ausserdem stetig ist. In diesem Gebiet 
kann man also nicht nur y, sondern auch jede eindeutige und stetige 
Funktion von y durch eine nach fallenden und steigenden Potenzen 
von X fortschreitende Reihe darstellen.**) 
Wir setzen deshalb 



n=c>o 



f(y) 



= 2 



CnXn 

n=— oc 



(1.) 



und bestimmen nun zuerst die linke Seite dieser Gleichung mit Rück- 
sicht auf unsere Aufgabe. Es ist 

l = ue 2 V u/ 



Log 

IL 

t 



t = Logu-|-(^u --1-^ 



du ., , , 



u 



dt = 



1 



1 — 



1 — 



k 
2 

k^ 
2 

k 



J[_\ d£ 

u y u 



u -f- 



u -\- 



1^ 

u 
u 



diu 
u 

d l^og u 
dt 



somit 



l 



d Log u 
dl 



•-i" + 4 
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Selzl man u = e ' *" =s y, so erhalten wir 

1 1 






als unsere Funktion von y, d. h. als f(y) von (1.). Wir setzen 
daher : 

n=cx> 

f(y)= ;-=fl^l = 2c„Xn. (2.) 

r L al Jii=.y n=-00 

Die Coefflcienlen beslimmen sich nach dem Cauchy'schen Theorem 

c --^ 

7C J 

somit folgt, da f(u) = t — -p— ist, 

P _ _1_ r. dLogu dt l__ r du 

2i7c J dt ■ t"H "~ 2i«J u 



(3.) 






Nun ist I = ue~ 2^v'~^), i-n ^ „-■> e2"V'~Trj 
C„= ^rr- I e^ V ''/u-"->du. 



analog 



^ 
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nk 



1 (* _J^(,._1) „_, 



^ 







Setzt man hier " = Y' ""^ gebraucht man nachher wieder u und 
kehrt den Weg um, so folgt in einem Wurf 



^-^^^^y ' u)u-n-i du, d. h. 

0^ 

C„ = C_„= -^r^J e 2 ^ ->'u-'-idu= J(nk) (4.) 



n positiv oder negativ ganz. 





Diese Integralform rührt her von L, Schläfli, der sie jedenfalls 
schon vor 1870 besessen hatte. 

Wir können, da C^ = C__jjisl, bei (2.) die Summenformel brechen 
und haben 



^ C„ X" , 



— = Cq -f~ 2 ^^ C X" , und unter Berücksichtigung von 3.) u. 4.) 



n=oo 



1 

r 


— 1 


+ 22 


n 

J (n k) . x*" , X 


eiö 


















x' 


'— e*"ö= 


cos ne -f- 


i sin ne 






1 
r 


— 1 


n — 1 


n 

J(nk)cosn8. 






■ 










Zur 


Abkürzung 


[ sei nk x 


gesetzt, 


dann 


folgt 








1 


.. i 


J o ^. 


n 










(5 


•) 



r ;n^ 
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wo 



J (x) x= -L . r e 2 V t ) i-»-! d t. 



^ 







r dLogu ] j 



Aus 1 1 — 3~— = — folgt, wenn wieder 



t == X = e^^ 
u = y = e^^, 

jl = — , also nach (5.) 

oo 

-^ = 1 -f- 2 ^^ J(x)cos ne und durch Integration 

ü vT 1 

OO 

2 ^ - 
<p= ^-{-—^ J(x)sin n 9. (6.) 

Wie es die Kepler*sche Aufgabe verlangt, ist (p in einer Ent- 
wicklung nach 9 dargestellt unter Zuhülfenahme einer Funktion 

J(nk) = J(x), 
welche Bessefsche Funktion I. Art genannt wird und nun einem 
speziellen Studium unterworfen werden soll. 

Man kann die Kepler'sche Aufgabe auch auf folgende Art lösen, 
die uns direkt zu dem von Bessel aufgestellten Integral führt. Es sei 
9 = (p — k sin <pj r = 1 — k cos ^, 

6<p 1 
dö=a (l — kcosy)) d^ = rd^, also wie früher - - = 

r somit auch — sind gerade Funktionen von 9 und <p. Wir setzen 
— = a^ -f- a ^ cos ö -j- a^ cos 2ö -|" ^3 ^^^ 3^ f- . . . . 



CX3 

y 

= a^ -f- ^mi a cos^e, dann ist 



oo 



(i(p = — d« = a^ d^ -I- ^m^ a, cos/f^ dw. 

2 
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Die Coefflcienten bestimmen sich auf folgende Weise: 



1 r"d^ 1 r; , 



u 



2 C'i 2 C" 

L = — I — COS nödö = — I cüsnö . dcf 
ftj r TT./ ^ 



Ö '0 



\ 



2 C 
= — I cos (np — nk sin^) d^ = 2J(nk).^^) 





§ 3. Terwandlung der gefundenen Integralform ffir J(x) in 
die erste Integral form, welche Ton Bessel gegeben 

worden ist. 

Wir fanden, n positiv oder negativ ganz vorausgeselzl, 



' WäirJ'"^' "'^ '"""'" >•■ 



Nun sei 



o 



y=e'^-l 



I y j = isin^, dy = ie*^df>, eingesetzt 



— r"'e*<- 

1.^ 



J(x) = -^ ( e*<^«*°^-"^> dy^. 

Da der Integrationsweg ein Kreis ist, so ist es gleichgültig, wo 
man den Umlaur beginnt, also dürfen wir setzen 



n 1 /*^' 

J(x) = -f- I e*^^^*"^-"«^)d<^. 
27r J 



—TT 



=- I + I • 

Wir notiren somit als ersten Theil 



/TT 
gi(x8in^-n^)^^ (1.) 



2 
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/o 
^i(ic8iny,-n^)j^ erseUen wir y? durch — ^, 

dann erhalten wir 



^-l(xsin^-n^)^^ (2.) 



2 





Fasst man (1.) und (2.) zusammen, so folgt 

J(x) = -^ 1 (e^(^""f-"f) 4- e-^^"'"^-"^))d^, 



COS (x sin<^ — Xi(p) d^, 

Ü 

eine Form, welche der ersten Fundamentalform Bessel's (Abhandlungen 
der Berliner Akademie 1824 S. 23) vollsländig enlspricht. 

B 

§ 4. Ableitang der Sammonrormel von Bessel ffir J(x), wenn 

n positiy oder negati? ganz. 

Wir haben eine Entwicklung nach Laurent 

U0= + C„i" -f , wo c„ = 2[:^ Jf(i) ^1 

Ist 1(1) = e2 V '/, so isl C„ = J (x) (siehe S. 16 Nr. 4), also 

n--oo oo 

e^C'-l) _ J(j) -I- ^ ( j(x) i" H-lwr" ) = 2 J(x) . i", 

d. h. wir setzen 

J(x)= [t'^] in e'^"v~T) 
oder die Bessel'sche Funktion erster Art ist der Coefflcient der Po- 
tenz t° in der Entwicklung 
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eine abkürzende Bezeichnung, die wir auch in Zukunft anwenden 
wollen. 

Nun ist 



'' = +-— (if+l)— + 



1 X 



-'KD 



(-i)M^)' t-' 



'''■■= + IT ^ 



Beide Terme mit einander multiplizirt, ergeben 



/ "|\A \ ^ / I" 

^ ^ XI (n + i)I ' 
somit hat man als allgemeinen Term des Coefflcienten von t"^ 

^ ^ >ll (n + >l)! 

Dies ist noch hinsichtlich ?. von bis oo zu summiren, dann folgt 

;i=oo / X \" + ^^ 



i(x)=^ (-1)'^ 



(1.) 



TT ' XI (n+X)! ' 

man vergleiche Abhandlungen der Berliner Akademie 1824, Seite 23 
Formel 31. 

Andererseits ist 

e2 (*-t)= ^ "i^x) . r, d. h. 

A=-oo 

J(x)= [t"°] in e*-^ V 'f. 
Es folgt 

- .m. 



— 21 



'-»'■" (l)' 



2" T_ J if / L 

^ "" ^ (n + ^)J ^ 

Durch Mulliplikalion erhält man: 

X V + 2A 



JiJ 



^ '' U (n+i)! 



•n 



Der allgemeine Term des Goeülcienlen von f" ist demnach 

/x y+2A 

^ ^ A! (nf^)! 
Dies ist noch hinsichtlich X von bis oo zu summiren und es folgt 

A=oo / X Y+2A 

ii.)^^i-ir^^\^l^ (2.) 

Vergleicht man (1.) und (2.), so ergibt sich sofort 

j(x) = (-ir j(x), (3.) 

eine Eigenschaft, die Bessel Seite 31 Formel 41 der Abhandlungen 
der Berliner Akademie 1824 zuerst gegeben hat und woraus hervor- 
geht, dass man nur Bessel'scho Funktionen mit positivem Parameter zu 
betrachten hat. 

Lässt man in (2.) x in — x übergehen, so wird rechls der 
Faktor ( — 1/ + ^^= ( — 1)" hinzukommen, so dass 



■n 



^ (- D' 



^^"^^S^"^^ !(n+^)! ''^'"^"' 



-n Ji 



J(-x)=J(x) (4) 

§ 5. Yerwandlang der 8ammen-Formel Bessel's fOr J(x) in 

seine zweite Integralform. 

Wir gehen aus von 



n 



J(x) 






S ^ ^' U (n+A)! 
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Es ist 

t V 2 / 2 2 \ 2 / 



^•' „ / 1 V . „ ,1 3 



('-+■2) r(»+l.).2" 



KO-^lf--'-^T '■(l)<">' 



substituirt, folgt 



call! 



"" - ( U a '- "' 



©'■ 



(n+vl4-l) 



,.|>■);(„ + '^■J^' r.„ + . + ., -(iw 



Nun ist^*j 



r(n l-A f-1) 



/»l 1 1 

^ I t Ml — l) ^dl, 




somit 



X X** X-^co 



'■U)''("i-2) 

Im Integral ersetzen wir t durch t* 

dt - 2tdt, dann folgt 

ri ,_ 1 _ 1 r»i _j^ 

l" 2(i„i^" •'2dt=2j t-^(l — l^)"""-^ dl 







j \~ l = l — j , da man — t statt t setzen darf; 



I) 

daher 



rl /»<» M 1 



u -1 
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. JU^cx> 



Wir erhalten auf diese Weise: 

r(l)r(„Hl)J. -> <"'• 



X •" 



KOK"+^)=^' 






n — - 2ii 1 



Nun sei t = cos^, dl = — sin^ df, (1 — t*) -=sin <p, 
SlaCl der Grenzen — 1 und 1 erhallen wir rr und 0. Das Minus 
zeichen bei — d^ verwenden wir, um die Umkehrung der Grenzen zu 
bewerkstelJigen, somit 



(I)" 

J(x) = — -— — — I sin f cos (x cos (p) df. 



, ^ ^71 



K2) r . 2n 



Nun aber ist 



(f)" m 



'■{^'-{'•+1} (^G)r44-("-i) 



x° 

also folgt: 



TT. 1 .3...(2n — 1) 

n ^/' 



n X 1 /* 2n 

Dieses Integral entspricht der zweiten Formel ßessel's, s. Ab- 
handlungen Berlin. Akademie 1824, Seite 36, Formel 53, und ist von 
C. G.J.Jakobi in seinem Aufsatz «Formula transformalionis integralium< 
definitorum», Journal von Grelle, Band 15, mittelst einer eigenthüm- 
lichen Methode aus ganz allgemeinen Betrachtungen abgeleitet worden. ; 

Jakobi geht aus von der Formel { 

fl r n 2n j 

f (cos x) cosnxdx =^ :. ,» -- fo«__ 1) / f (cosxjsin \dx, j 

•> ' 
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wo f" die n** Abieilung nach x darslelll. Vergl. C. Wagtier, Beiträge 
zur Entwicklung der Besser sehen Funktion erster Art, Seite 23 u. IT. 
(Bern. Mittheilungen S. 224 u. ff.). 

Setzt man beim letzten Integral (1.) n = 0, so folgt 








J(x) = -^ ( cos (x cos (p) d<p. 



Aus der ersten Form (siehe § 3 Schluss) folgt für n = 
j (X) = — I cos (x sin f) d^?, somit erhält man 

= — I cos (x cos tp) d c? = — I cos (x sin <p) 6(p, 





J(x) = - 







Integrale, welche zuerst Fourier, dann Poisson und nach ihm Bessel 
als Nebenresullate gefunden haben; in bewussten Zusammenhang mit 
der Theorie der Besserschen Funktionen sind sie allerdings erst vod 
Bessel gebracht worden. 

Von nun an soll der historische Gang verlassen und systematisch 
die Theorie der Bessefschen Funktionen entwickelt werden, wobei wir 
uns aber stets historische Hinweise gestatten müssen. — 



« 

I. 

Definition und Eigenschaften der Bessel'schen 

Funktion 1. Art. 



§ 1. Definition der allgemeinen BessePschen Funktion I. Art 
nnd Ableitung einiger Eigenschaften derselben. 

Die allgemeine Bessel'sche Funktion sei nach F. W. Bessel^''). 
Carl Neumann^^) und Hermann Hankel^*) deflnirl durch die Gleichung: 

wo der Parameter a jede beliebige reelle oder imaginäre Zahl sein 
kann und wo X die ganzen Zahlen von bis oo durchläuft. Die Reihe 
rechts konvergirl für jeden endlichen Werlh von x. — Für a = '/« 
und a = — '/« findet man 

^(x)=2(-i)^ ^' 






= V!2 



x^^ + i 



=v- 



Jl=oo 

)^ /n I t vi ^ daher 



^2(-r' "''""^ 



nrx -"„ ' (2^-1-1)! 
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J w = \/ 



sin x; analog 

TT X 



Wird der Parameter durch die negative ganze Zahl — n ersetzt 



-V- / 2 
j (x) == V / cos X. 

^' TTX 



SO ist 



V(X)=]^(-1)^— !^ 



Xn=0 



>iir(-n4-A-f-i)' 



So lange A < n sind die Gamoiafunktionen unendlich gross, die Terme 
also gleich Null, die Reihe beginnt erst mit ^ = n. Man setze des- 
halb X = n -\- fx, "9/0 nun ^ bei beginnt. 
Dann folgt 



— n 



2- -« ^^ 



' (X) = (- ■)■ -i; (- » ^,ri« + ^ + ir '^ "•"'' 



— n 



i (x) = (- 1)» J (x) (2.) 

n 

Ersetzt man in J (x) das Argument x durch — x, so kommt 



J(-x) = (-l)- J(x) = J%) (3.) 



und endlich 



n 



J (_ X) = J (X) (4.) 

Mittelst (1.) bilden wir 

^ Ä ' ^"^ = 2 (- 1)^ (a + 2 A) „}f4,^^^ und addiren 



A = oo / X 

^ A u 

a J (x) = ^ (— 1)^ a -r.^^ 



aH-2A 



k = 



i\ r{(i + i h 1) 



a4-2A 



x-^-+ajJ(x)= ^^^(- 1)^ ;^,^(,^ X+ 1) 
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;=oo /xV-1 + 2; 



= X ^bL (— 1)^ Vrrr? — r~^ir> ^^^^^ "^^*^ (^O 



;i=o 



i!r(a4-Ä) 



^^+ajJ(x) = x.J(x) (5.) 

- addirt man 






X = 



:t] r (a -\- X -\- 1 



2A/'l^-^^ 



lJ(x)= i(— l)^- 



d\ ) ^ ' ^^^ ' /iiro-j-x+i) 

A=oo „ /x\« + 2^ 

J^/ '^ (A -l)!r(a ^A + 1); 

die Summalion muss bei A. = 1 beginnen. Wir setzen l. -\- \ stall ^, 
dann beginnt die Summalion wieder bei und man hat 

i=o A!r(a+l+>i + l)' 

daher nach (1.) 

x^--alj^x)= — X. J(x) (6.) 

Lässl man in (5.) und (6.) a in — a übergelien, so folgt: 

\-a -(a+l) 

a)j(x)=4-x . J(x) (7.) 



( 



^x 



x^-f-a )Jix)= — X . J (X) (8.) 
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Addiren wir (5.) und (6.), so folgt 



a 
a ■ 



J(x)-J(x) + 2-^ = (9.) 

eine Relation, die von E. Lommel herrührt*®). Für a = 0, gibt (9.) 

-^ = _J(x) = J(x) 

(6.) von (5.) subtrahirt 

J (X) + J (X) - -^ J (X) = (10.) 

eine Relalion, die von F. W. Bessel herrührt*')- 
(7.) und (8.) addirt 



— a 



J (X) - J (X) - 2 -j^- 



(11.) 



(7.) von (8.) subtrahirt, folgt 



-(n-f-l) -(a-1) 2 <'l -* 

J(x)-f-J(x)+---J(x) = ^^2^ 



Addirt man noch (9.) und (10.) 



a 



«+1 a « S U\) 



X ' ' e \ (13.) 

eine Relalion, welche je zwei aufeinanderfolgende J-Punktionen mit 
einander verbindet und welche Bessel auch schon gegeben hat. ") 



§ 2. Darstellung einer beliebigen Bessersehen Funktion I. Art 
dareh zwei aufeinander folgende derselben Reihe *^). 

Man kann die Relation (10) (siehe § 1) benutzen um eine beliebige 
Bessersche Funktion durch zwei aureinanderfolgende derselben Reihe, 
d. h. derjenigen J- Funktionen, deren Parameter eine arithmetische 
Reihe mit der Differenz 1 bilden, auszudrücken. Setzt man zunächst 
a — 1 statt a, so gibt (10) (siehe § 1) 

a 2 * '^ ""~- 

J(X) = (.1 - ])- J(X)_J(X). 

n a— 1 a— 2 n-3 a -2 

La'sst man nun J(\) stehen und drückt J durch J« J, dann J durch 

a — 3 a— 4 

J. J ans u. s. f., so erhält man schliesslich 

a a— in a— m— 1 

J(x) = A,„J(x)— A„_i J(x), (1.) 
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^<-V 



wo Am == '^ ' • ^ ' 



"§-o'C"70f^ 



und Am^i sich von Am nur dadurch unlerscheidet, dass m durch 
m — 1 erselzt ist. Die A sind ihrer Entstehung nach ganze Funktionen 

2 

von — ; die Entwickhingen müssen daher abbrechen, wenn der Exponent 

2 

von — negativ wird. Die allgemeine Gültigkeit der Gleichung (1) wird 

durch den Schluss von m auf m -{- 1 bewiesen. Angenommen die 
Formel (1) sei bis zu einem gewissen Wcrthe von ni als richtig be- 
funden, so subsliluire man darin 

a— m O a— m— 1 a— m— 2 

J(x)=(a-m-l)| J(x)-J(x). 

»— in-2 

Als Coefflcient von J bekömmt man — Am, aber als solchen 

a— m— 1 2 

von J (x) den Ausdruck (a — m — 1) — Am — Am - 1 . Der Coefflcient 
von ( — 1) I ~ ) hierin ist 

^ '^ \ X J rin — m-{-X)^ \X—\ / r (a — m -f ;i) 

m — 2a-|-1\ l /r\j^ — m + Ä)^ ^ 

^('" + J-A_J:(iz:i) . Es ist also 
\ l /r(a— m— 1-|->^) 

2 

(a — ra — 1)— Am — Am-i 



A<=±^ 



2 \m4- V—21 

r(a — m — 1+A)\x/ 



I = Am 4-1 



-^i nV"^ + ^-^^ r{»-X) 

~S^ ^ V ^ /r(a-m-l- 

a a— in — 1 a — m— 2 

daher J(\) = Am-fi J (x) — Am J(x). 
Wenn die Gleichung (1) für m richtig ist, so ist sie es also 

2 

auch für m -}- 1- Man hat A-i == 0, Ao = 1, Ai = (a — 1) — • ^ür 
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m = 0, 1 gibt dies in Verbindung mit (1) die richtigen Gleichungen 
J (X) = J (X), 5 (X) = (a - 1 ) |7(x) - 7 (X) . 

Die Formel ist somit richlig für m = 0, 1, also auch für 

m = 2, 3, 4 . . . . 
d. h. sie ist allgemein gültig. 

Setzt man in (10 § 1) 1 — a statt a, so erhält man 

— a o — a-j-l — ii-f 2 

J(x) = -(a-l)4 '(*)--■'('') 

A 

und in ganz gleicher Weise wie vorhin die Formel 

— a — a+m — a-j-ra-j-l 

J (X) = (- 1)™ A^ J (X) + (- 1)- A„.^i J (X), (2) 

wo Am, Am-i die vorige Bedeutung haben. 

Anstalt den Parameter rückwärts zu schieben, kann man auch 

die beiden Funktionen, in denen man darstellt, z. B. J, J (Gl. 10 § 1) Test- 
hallen und alle andern durch dieselben ausdrücken. Der vorhin ein- 
geschlagene Weg führt mit etwas mehr Mühe direkt zum Ziel. Die 
Formel, welche die gestellte Aufgabe erfüllt, erhält man aber am ein- 
fachsten aus (1), wenn man ilort a durch a -}- ni ersetzt. Es kommt 



T(.,= |i-..^("70^!p^(f""" 



J(x) 




,1/m-x— 1\ r(a + m — >i)/2\ U-i 

Ersetzt man in (2) a durch a -j- Q^} so bekommt man 

^ ^/m — X\r(a + m — ;i)/2\ — 



il = 



i_--- 2 . . m- -2A-— 1 



-a+l 
J(X). (4) 
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1 
Der Fall, wo der Parameler a = — ist, verdient noch be- 

m + -;r — in — rr- 

^2 2 

sondere Betrachtung. Er liefert einfache Formeln für J (x) und J (x). 

m — i' 



Es ist 



r ra — Ä 






somit 



^^) 



^' = (i+i)(.+|)....(„-i-|)L-,_l). 




in — A 



(m 



-2;L)!r + 2 



1) 



rU4 



1 



( 



m — A 



4) 



(m — A) 



22m-4i • (m— 2-^)1 

1 1 (2m^2i<)! 

22m-4i • (m— 2>l)! ■ (2>i)! ' 

also für a = -- 



(2/J-f-l)(2>l-|-2)(2-i+3) (2ni -2/1—1) (2m— 2/i) 



k /m — /l\ r(a-}-m-;i) /2\°-^^^ (— l)'^(2m — 2A)l /l\ 



^ ^^ ' /l i V(a+;i) \x7 "~ (2AJl(m— 2A)I V2xy 



m-2A 



Ebenso flndet man für a = — 

dt 



(-1)' 



>l /m— ;i— 1\ r (a -|- m — i) 



% 



(1) 



in-2A — 1 



somit 
J(x) 



\/ 



TTX 



(a + X+l) 

J (2m-2A-l)l /1\ 
^ ^ (2A+l)!(m— 2A— l)l\2x/ 

A (2in — 2X)I /' 1 V"''^ • 
A=o^~ ^ (2A)!(m-2A)lV2xy *'"' 



m-2A— 1 




i<^ 



, ,, ,,^ + i (2m — 2;i— 1)1 /iX-'-ai-i 
+ ^(—1) ..,. .. ^ ... 1 ^- I cos X 




x = 



(2A-}-l)I(m— 2;i— 1)!\2 X. 
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il<H^ 



Die Ausdrücke ^ (— l/ j~^. ~{ ^— ) 



m-2Jl 







^0 (2A+l)I(in-2>l -l)I\2x 

ergäDzen sich zu einer Reihe, deren Gheder, abgesehen vom Vor- 

-4t-? xzr \ TT-) bilden. Will man diese 

Ac=o ii(m — a)! \2 x/ 

Reihe rückwärts lesen, was für unsern Zweck vorlheilhafler ist, so 
muss man X durch m — l ersetzen und das neue % wieder bei 



beginnen lassen. Man bekömmt: ^^ \, ^v. Itt-)» t)iö Yo 
zeichen, vorwärts gelesen, müssen sein -| f--j h+- 

Nun ist cosj(m-(-l — X)^ — x 1 = +; sin x, je nachdem ra -f- 1 — ^ 
1 (mod. 4) oder ^ 3 (mod. 4), und = + cos x, je nachdem ra -j- 1 — / 



^.= m 



(mod. 4), oder = 2 (mod. 4). Der Ausdruck ^^ cos (m+1 — ^) ir — J' 

ji=o L ^ J 

gibt somit für irgend ein ganzes positives m altemirend sin x. c^s x 
mit derselben Vorzeichenfolge, wie sie der obigen rückwärts gelesenen 
Reihe zukommen muss, daher 



1 JU=m 

m 



^■)=V;fJ.i^it^(Ä)'-h+-^)i-«] 



(5) 



Ein^ gleiche Betrachtung führt auf 

1 >l=m 

— m — X- 



■'(!)=( -.Vl23|±a;,(i)-[(".+.-*)f-x]. 



(6) 
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§ 3. Die Differentialgleichung fßr die BessePscIie FanlLtton 

I. Art. 

Wir milleln aus ( x h a Ix J (x) = ? Es ist 

d 

X 



ax 



/ X J (x) ) = X X -^-^ 4- J (x) , dazu addirl 



a+l a + 1 

a X J (x) == a X J (x) 



/x— + ajxJ(x) = x X- +a-h 1 J(x), 



a 



= X • X J (x) nach 5 s. § 1, also 
X ha)xJ(x) = x2J(x). (a) 

Andrerseils ist nach 6 § 1 

»+i / d \ » 
-f-xJ(x) = — (x a)J (x), dies in (a) subsliluirt, gibt 

V ax / 
(X h a I ( X a U (x) = — X* J (x), somit lautet die Differential- 

gleichung für die Bessersche Funktion I. Art 

a a 

^2 ÜW _|_ ^ ^iOO _^ ^^2 _ a2) 5(x) = 0"). 



a 



Ersetzt man J (x) durch y, so lautet sie 
eine Form, wie sie zuerst in diesen Zeichen C. T. Anger ^^) gegeben 

a 

hat. y = J(x) ist ein partikuläreslntegral der obigen Differentialgleichung. 
Nehmen wir an, z sei das zweite partikuläre Integral, so folgt 

3 
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X» 



Wir muUipliziren (1.) mit A, (2.) mit B und addiren 
Nun aber ist, wenn A und B Konstanten sind 



{ 



^y +B— )=x ^(Ay + B^) 



3x ' dx J d\ 

Somit erhalten wir 

y und z sind zwei von einander unabhängige partikuläre Lösungen, 
somit ist A y -4- B z auch eine Lösung und stellt das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (1.) dar. Wir können sofort z bestimmen. 
Man darf nämlich in der Differentialgleichung (1.), ohne dass sich ihre 
Form ändert, a durch — a ersetzen, somit ist 

— a 

z = J (x) das zweite partikuläre Integral. 
Das allgemeine Integral der Differentialgleichung für die BesseFsche 
Funktion I. Art heisst somit 

y = AJ(x) + BT{x), 
wo A und B zwei arbiträre Konstanten bedeuten. Für den Fall, dass 
a zu einer ganzen positiven Zahl n wird, kann diese Lösung wegen 

— n n 

J (x) = ( — 1)" J (x) nicht mehr das allgemeine Integral sein, sondern 



n 



wird zu einem partikulären y = C J (x). Um auch für diesen Fall 
eine zweite partikuläre Lösung zu erhallen, führen wir eine von Herrn 

Schluß angegebene Funktion K(x) ein, welche durch die Gleichung 

K (x) = cotg a ^ J (x) ^^^j-^ i (x) (4.) 

definirt ist. Diese Funktion ist ebenfalls ein partikuläres Integral 
von (1.) und hat, wie wir sofort zeigen werden, auch wenn a in die 

n 

ganze positive Zahl n übergeht, einen bestimmten endlichen von J (x) 

n n 

verschiedenen Werth. y = J (x) und y = K (x) sind die beiden parti- 



n n 



kulären, y = A J (x) -f- B ^ (x) ist das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung 
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Man bemerke noch, dass (4) für a = ~, a = — — gibt 



•''■■ ^■ii,=-v/;^ 



K(x) = -J(x)^ \l — co%x, 

7C\ 



-V» V ^ / 

K (X) = j (X) =y 



2 . 
— sin X. 

TTX 



a 



L. Schläfli gebraucht die komplementäre Funktion K (x) zum 
ersten Mal in seiner Abhandlung, datirt Gravedona August 1872, 
«Sull'uso delle linee isotime», Annali di Matern., Ser. II* T. VI S. 17 
indem er setzt: 

K(z) = -——. ( cos a ^ J(z) — J(z) ) . 

2sina7r \ ^ ^ ^ V 

2 

die unler (4.) eingeführte K-Funktion ist somit das —fache derjenigen, 

7t 

die Schläfli im citirten Aufsatz verwendet. Thatsache ist aber, 
dass er in seinen Vorlesungen schon 1875 die K-Funktion nach 
Deflnition (4.) gebraucht hat. 

C. Nmmann,^^) der die Bezeichnung «komplementäre Funktion» 
eingeführt hat, gebraucht zu gleichen Zwecken 

Y (X) = -Jk (X) + [log 2 + r' (1)] . J(x), 

der Parameter n darf oder pos. sein. 

Die eben so bezeichnete, aber für einen beliebigen positiven 
Parameter (n = a) definirte komplementäre Funktion Hankels^'^) ist 



7t ^ 



-.eia^.K(x). 
cos diTt 

Vergleiche auch: H. Weber «lieber die stationären Strömungen 

der Elektrizität in Cylindern». Grelle Bd. 76. 1873. S. 9. 

a 

§ 4. Darstellung der komplement&ren Funktion E (x) durch 
eine Snmmenformel^ wenn der Parameter a pos« ganz. 

a 

Die Defmitionsformel für die Funktion K (x) lautet nach Schläfli 
K (x) = colg üTt. J (x) - . . J (x) 

Olli 77 d 
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Wir setzen a = n -|~ ^i ^o i^ P^s- S^nz und e zum Verschwinden 
bestimmt ist. Dann ist in tiefster Annährung 

CÄ)ig Z7t = cotg (n fr -j- btc) = cotg €7t= — 



€7t sm a^ 



ßTT 



n+« J(x)— (— l)nj(x) 

Wenn e sehr klein ist, so hat man daher K (x) = ^ 



Stc 



also K (x) = lim ~:^"[J(x) - (— 1)" J (x)] 



1 



iZ^cx? 



2, 



(if 



e7c 



-\-2l+€ 



IZ^AlS ^^A!r(n+i+l+€) 






.a)"""'"' 






Terme beider Summen lassen sich erst vereinigen, wenn fi bei n 
anlangt; man Ireone daher von der zweiten Summe einen ersten Theil 
von /ii =r. b\s fi = n — 1 ab, man erhält also Terme mit den 
Exponenten 

— n — e, — n — e-f-2, — n — e + ^7 — n — €-|-2 (n — 1) 

d. h. einen Ausdruck von folgender Form 



- (- 1)^ ^ 



.M V2 



Im zweiten Theil 



^=0^ ^^ ^ir(-n+^H-i-«) 



f^ /x\-n-« + 

-(-1)"^ {-ir , y^ . — 



2^ 



ersetzt man gx durch (n-f-^), 



dann geht der Ausdruck über in 



(ir'" 



— « 



ju=n— 1 



K(x) = lim . — — (-1)°^(— 1)/^ .^Y' . ., 



(f) 



— n+2A— £ 



fi) 



oo 



-2m 



rx\n+2A + € 



(«" 



+2X—e 



■'"Si^ *n T!r(»+^-Fi+e) (n+;i)ir(>i-|-i-£) 



(1.) 
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In der ersten Summe ist das Argument der Gammafunklion stets 
negativ. r(— n-j-ju-fl — e) = r[l — (n— ^/-{"^"J]. Man benutze den 

Satz r(a) . r(l— a) = -T-^^ — , dann folgt 

sin aTT ° 

1 rjn — f^-j-e) sin [(n — jt^) Tg-f-^/r] 

7t 



r[l— (n— /t-fs)] 



_ r(n— ^-t-e) • (— l)°T^67tr 



7t 



/x\-n+2fi—t 



= (_l)-7^.r(r.-/«+e). 
Es wird somit der erste Posten rechts, nämlich 

/i ==n— 1 

Gekürzt, hierauf €=0 gesetzt, l statt jti geschrieben, erhalten wir 

A=n— 1 

Der allgemeine Term der 2. Summe in der Klammer bei (1.) ist 



/X\2>l~n 



(2.) 



-^^ ^ lim 



1^ 



(ir 



©■ 



A! 7^(11 -j-yi-f-1+e) (n+;i)l r{A,-f-l— e) 



.(3.) 



Wir nehmen den ersten Posten der Klammer {3.) vor: 
Nun ist 

Ig-l ^^ (yj ■ ("2) ' tiefster Annäherung 

(0= e*l^«4=l-j-£ Log ^ also 

/XY+2A + S /X\n+2i /"i I , X\ 

(j) =[2} O+^Log^-J. 

Ferner ist r(n-}-^f-l+£) = r(n-f-A,+l) + er'(n+A-f-l), immer 

in tiefster Annälierung = (n-W)' 11+ — . 71 , . e I- 

' ' L ' r(n-|-A-|-l) J 

Setzen wir nun nach Schiäfli — -f.^^ =~M^yt{\), so ist 



öx 



r(x) 
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r (n-fA+l) ^ ^|■^_|_;^_|_l) |-n3j.,^ g^usg ^ ,^ (n-f-A)], dann folRt 



r(n+^-fl) 

r(n+-l+l+£) = (n+A)I [1 + e^i (n+-i+l)]. 
Berücksichtigt man alle diese Veränderungen, so geht 



1 



über in 



;i!r(n-f;i,+l-|-c) c i!(n+A)! l-}-c^(n+;i+l) 

11421 



_±(i) 

e ;i!(n-f-A) 



ip^{n-«[Log|-^(n+A+l)]}. (4.) 



Nun komme der zweite Posten der Klammer (3.) an die Reihe : 

^ geht auf analoge Weise über in 



£ (n-fA)! r{l-\-\—t) 

( X \n+2A . . 



X 



c y!I(n-H)! 1— ^(>i + l) .« 
n+2;. 






(4.) und (5.) zusammen genommen, folgl 



So ist auch der allgemeine Term der zweiten Summe verwandelt. 
Der zweite Theil beträgt somit 



(2.) und (7.) zusammen genommen, gibt 



/x V+'A 
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n 

Die Funktion K (x) wird für n=0 logarithmisch und wenn n 
nicht =0, rational unstetig. Die logarithmische Unstetigkeit ist 
gehoben durch die Entwicklung des Ausdrucks 



(n O n V \ 

K(x)--J(x)Log2-j, 



welche wir später näher betrachten werden. 



§ 5. Die K-Fanktion genügt den nämlichen Relationen wie die 

J-Fanl£tlon. 

Wir hatten für die J-Funktion folgende Relationen gefunden: 



5 \ a a-l 

1.) ( x^+aj J(X)=: xJ(x) 
2-) ( x^ + a J(x)^-xJ(x) ^ 



öx 
Wir denken uns 1.) und 3.) mit cotga/r 



3.) (x^-a) J(x) = -xl(x) 
4.) (x^-a)j(x)= X J(x) 



2.) und 4.) mit : multiplizirt. 

' sma TT 



Vorerst 1.) und 2.) addirt, 

/ 3 \r a 1 -al r *-l 1 -(a-l)l 

I X ^r- + a ) cotg a TT . J : J == X I cotg a TT . J + -: J I 

\ öx ' /L sina/r J L sina/r | 



a 



K(x) 

[a-l 1 -(a-l)l 

cotg(a— l)7rJ r— 7 TT— J 
^ ^ sin (a — l)/t J 



a-l 



( 



K(x) 



a— 1 



x^+a)K(x)=xK(x) (1.) 

Addiren wir 3.) und i.) 
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""ei-' 






sinaTT 



s 



K(x) 



C0tg(a4-l)/r J— -^^-L_^ J I, 



sin(a-f-l)'T 

a-fl 

K(x) 



] 



a 



Bx 



a ) K (x) = — x'k\x). 



a 



Setzen wir in K (x) = cotg a tt . J (x) 



^ /(x) (3.) 



sin a/r 



(2.) 



-a slall a 



— a 



K(x)= -, 



1 



a 



sina/7 

Die Determinanle dieses Systems ist 

1 



J (x) — colg a TT J (x). (4.) 



cotg a TT • r 

sin a7cr 



— colga/c 



sin a/ir 



= — coig^arc -(- -^; 



1 



1. 



sin'a/r 



MuUipIiziren wir (3.) mit — cotga/r und (4.) mit 



1 



addiren. so folgt 



sina^r 



und 



J (x) = — colg aTT . k(x) -|--A_K(x) oder 



sin a/r 



— a 



a 



J(X) 



K(x) — cosa7rK(x) 



sin üTt 



Wenn a pos. ganz wird, so droht, da sina 7r:=0, die rechte Seile 

unendlich zu werden. Da nun aber J(x) für diese Werlhe von a einen 
endlichen Werth beibehält, so muss 



— a 



für a = n K(x) — cos a/r . K(x) = 0, also 

— n n 

K (x) = cos n /T . K (x). 

~K{\)= (—1)" K(x) (5.) sein. 
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Setzt mau in (2.) und (1.) a in 



— a 



x^ + a)K(x) = 



— a um, so folgt 

-(a-l) 
- X K(X) , 



— a 



ax 



-a K(x) = 



X K(x). 



(6.) 



(7.) 



Durch Addition und Subtraklion von (1.) und (2.) folgt 

K(x)-K(x) + 2 '-J^ = 0, 



a-f-1 a— 1 Oo a 

K(x) + K(x) - — K(x) = ; 



(8.) 



(9.) 



(8.) und (9.) addirl, 



K(x)='k(x)--|^K(x), 



X 



(10.) 



eine Relation, die zwei aufeinanderfolgende K-Funktionen verbindet 
Wir können wie früher bei der J-Funktion (siehe § 2) die Kelation 
(9.) benutzen, um eine beliebige K-Funktion durch zwei aufeinander- 
folgende derselben Reihe auszudrücken. Der einzuschlagende Weg 
ist absolut der gleiche; wir müssen demnach auch zu analogen For- 
meln gelangen und erhalten 

n a — m a—m— l 

K(x)= A„ K(x) - A„_i K(x), wo (11.) 

X fm—X\ r (a— A.) /2Y''-2^ 



n 



2, 



A^ = ät^{- 1) 
i-0 



■a — a+ui -a-f-m— 1 

K(x)= (-irA„ K(x)+(-ir A„_^K(x), 



(12.) 



in-f 1 



a-f-m 

K(x) = 







(-1) 



i-0 



X /m— >i\ r (a-f ni— A /2V»-2i 
"r(a+A) (x 



K(x) 






2 

X-O 



(-1) 



''"-"'^i|fe;t(-r""'fe)«-) 
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— Ä— m 



K(xM-ir 






m-f-1 



(-1) 



A /m — X 



r(a+X) U 



— a 



K(x) 



+(-ir 






► , .,i/in-A-l \r(iH-m-A) /2\'»-2i-i |-; 



— a+1 

K(x) (14.) 



1 ^=m . 






— m — --- 



d"=(-i)V;^|i:i^(^)4(".+-^)i->}- 



§ 6. Die conjugirten Funktionen P(x) und Q(x). 
Es sei 

(1.) P(x) = -e 2 /j(x) -]- iK(x)j, i-V-l 

(2.) Q(x) = le"~^J(x) - iK(x)Y 

Beide lassen sich in J-Funktionen darslollen, denn 



a 



a 



a 



J(x) -f- i K(x) = -. 



cosa^r J — J — i sin a *r J 



sin a TT 



1 r~* "* 1 

= T—. 1 J(x) — (cos a TT — isina^r) J(x) 1 

1 sm a TT I ^ I 



= r-J^— fjjx) 



JWJ, 



daher in (1.) sub- 



sliluirt 



P(x) = 



Q(x) = 



U^ -a ia/g 4-a 

e 2 J(\) — e 2 J(x) 
2 i sin a TT 

e~2~ J(x) — e 2~ J(x) 
2isina/r 



(3.) 



(*•) 
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Ersetzt raan in (3.) und (4.) a durch — a, so folgt sofort 

P(x) = P(x) ; Q{x) = Q(x). (5. 



§ 7. Ableitung der Weber'sehen und Lommerschen Formeln.^') 

Es seien y^ und y^ zwei partikuläre FAsungen der Differential- 
gleichung für die BesseFsche Funktion I. Art. Zur Abkürzung sei 



— y. 



-f- y^ und addirt, gibt 



yi • Gya — y2 • Dxi = o »der 



X« 



Da der Werth x = nichts aussagt, so schliessen wir denselben 
aus und dividiren durch x. Das 1. Glied der linken Seile kann so 
dargestellt werden: 

l\ d^_^ ^ÜZlI-v 4v ^_v dy.]_ dV(x) 
L ' dl* ^ dx* J " dx L'i dx ^2 dx J ~ "^ dx ' 

V(x) 
somit heisst die Gleichung (1.) nun 

^^ + V« =0, 

\ dV(x) -f- V(x)dx= 0, inlegrirt 
X V(x) = Gonsl. oder 
dy2 dyi Gonst. 



a 



Es sei nun y^ = J(x), y^ = J(x). Zur Bestimmung der Con- 
stanten auf der rechten Seite bei (2.) kann man die Werthe dieser 
Funktionen für einen speziellen Werth von x benutzen. Man nehme x 
sehr klein an, so dass man sich mit dem ersten Term der Entwicklung 



— a 



von J(x) und von J(x) begnügen darf. Dann geht die linke Seite (2.) 
als Determinante geschrieben über in 
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dyi 




(JX 




dy2 




dx 





X 

2 



^'1 



a— 1 



r(l+a) 



X 

2 



— a 



2r(H-a) 

— a— 1 



-^'1 



r(l— a) 2r(l — a) 



-«'I 



-1 



a 



r 



2r(l+a)r(l-a) 



2r(l-fa)r(l— a) 
2 sin a TT 

7t\ 



X ar(a)r(l— a) 

(3.) 



Vergleicht man nun (2.) und (3.), so folgt, dass die gesuclile 
Constante = ist, also hat man 



7t 



djra dyi _ 

^1 dx ^2 (j.v — 



2 sin a TT 



7t \ 



oder 



— a 



a 



« ^ dJ(x) -^ , dJ(x) 
J(x) —^- J(x) 



2 sin a 7t ■'•) 



(4.) 



dx ^ ^ dx 7t\ 

Sobald a in die ganze Zahl n übergeht, hat man links identisch Null. 
Daher führen wir noch die K-Funklion ein. (4.) kann folgendermassen 
dargestellt werden: 



— a 



J(x) . J(x) 



2sina7ir 

ttX 



— a 



dJ(x) dJ(x) 



dx 



dx 



Wir multipliziren die Elemente der 2. Kolonne mit — 



l 



und 



sina/c 

addiren hierauf die mit cotga^cmulliplizirten Elemente der 1. Kolonne 
zu den entsprechenden der 2., dann folgt 



a 



-a 



J(x)- COtgaTT J(x) 



dJ(x) . dJ(x) 
^ cotgaTT- ^ ^ 



sin a 7t 



J(x) 



— a 



dx 



dx 



dJ(x) 



s'iiidi 71 dx 



a 



J(x) • K(x) 



a 



a 



dJ(x) dK(x) 



dx 



dx 



— 45 — 



2sina7r 
.♦rx 

5 dK(x) 

ux 
Nun war 



sin a 7c Ttx 

^ '^ dx Ttx 



Daher folgl 

80\ 



dx 



-a J(x) 



a+1 

— X J(x), also 



^ ox 

a 

4^ = A J(x) _ J(x). 

dx X ^ ^ ^ ^ 



Ferner 



a 



-a 



d i (x) -» -*-i 

X v^ — a J(x) = X J(x), also 



— a 



aj(x) a-ij , ,-j-\ 

-^^^ = -J(x) + J(x). 
ox X ' ^ ' 



«.) und /?.) in (4.) substiUiirl, folgt 



— a 



J(x) . J(x) 



a 



— a 



dJ(x) dJ(\) 



dx 

= J(x) 
J(x) 
Da 



dx 

— a— 1 
J(X) 

T4 



J(x) 



— a 



. J(x) 



o a a-f 1 « — a — a— 1 

-^-J(x)-J(x).|j(x) l-J(x) 



— a a+1 

+ J(x) J(x), somit 

— a a+1 

+ J(x) J(x) = - 



(5.) 



a.) 



X ^^ ■ -f- a J(x) == X J(x), a durch — a ersetzt 



ß-) 



2 sin a TT ^0 



nx 



(6.) 



a 



— T^^ = — J(x) — J(x) und 

dx X ^ ^ ^ ^ 



a 



— -— = -- K(x) — K(x), so folgt, wenn diese 



zwei 



Gleichungen in (5.) substituirt werden, 



— 46 — 



» / « a ar\-l \ a / a a a+l \ 

J(x) 1^^ K(x) - K(x)j - K(x)(^- J(x) - J(x)j = + 



2^ 

TCX' 



a a-{-l a a-fl O 

J(x) K(x) - K(x) J(x) = - -J-. (7.) 



§ 8. Werth der Besserschen Fanktion I. Art, wenn 
das Argument nm eine beliebige Anzahl Halbkreise ans der 
positiren Hälfte der Bealitätsaxe gedreht ist^') 

e X statt X gesetzt bedeute, man habe x um m Halbkreise 



aus der positiven Hälfte der Realitätsgeraden in positivem Sinne gedrelU. 

Es ist j(e^"^x) = e"'^'j(x). (1.) 

Ferner ist 

— *™7ra "7? V 
*/ iniTT \ , iniTra * v 6 J{x) . ^ 

K(e x) =-■ cotgaTT. e J(x) -. ^-^. (2.) 

^ sin a fr ' ^ ' 

a / ,^_ \ 2 icosaTTsin m/ra ?, . . —imn&h 

sin a TT 

denn: die rechte Seite von (2.) ist 

cosaTt- cosm/ra *, v . . cosa/r« sinm/ra * 



*/ imTT \ 2icosa7rsinmyra J, . , -imTia ,* . ,„ . 

KV^' xj = ;t— J(x) -I- e K(x); (3.) 



J(x) + i . . J(x) 

sinaTT ^ ' sina/ü 

cos m Tra "Jt . , - sin iütv a "i* . 



sina/r sma^r 

^. cosaTT- sinm/r^* . . cos a tt sin m^ra * . 

= 2 1 • : J(x) - 1 J(x) 

sm a /r sin a/t- ^ 

, cüsm/ra ^, . cosm^ra":* ^ , . sinm^ra"* . 

-\- cos a/r : J(x) J(x) + 1 — : J(x) 

' sina7r ^ ^ sina^r ^ ' sma/c ^ 



_ . sinm/ra * . , 

= 2 1 cosaTT — : J(x) + cosm7ra 

sina/r ' ' 



colga.r.J(x)-^-^.J{x) 



!a 1 -* 
cotgaTT J(x) ; J(x)' 
^ ^ sina/r ^ ^' 

^ . sin m/ra *, ^ , / \ ?r/ \ 

=- 2 1 cosaTT • — : J(x)+ ( cosm^ra — isin m /r a ) K{x) 

sinaTT ^ ^ ^ \ / V / 

_ . sinra/ra * . , -im;ia *, . 

= 2 1 cosaTT — : J(x) + e K(x). 

sinaTT ^ '^ ' 

was die Formel (3.) ist. 
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1 J^ /. a 



Ferner ist P(x)=ye 2 I J(x) + i K(x)j, analog 



P ( e'^'^x 



= ye"^ [j (e"»" x) + i K (e'^^^x)] 



1 ^*^ a a -■ 

i-e^re""'' J(x) + iK(e""^)l 



iaTT 

— e ^ ^im/raj/j^x j(x) -j- — - e -^ e K (x) 

— e 2 cosmTra J(x) -{--^ sinm/ra . e '^ J(x) 

iaTT 

e 2 COS a TT sin m irr a * . , i -^ S- / \ 

. J(x)4-TrCOsm7ra .e ^ K(x) 

sin a TT ' ' 2 



1 



-{--^-e 2 sinm7raK(x) 



ia;7 

1 "2~ ? / X <*os m 7f a sin a/r — sin m yra cos a rr 
— e J (x) : 

2 sin a TT 



iaTT 

• i ~2~ * . V cos niTra sin a^r — sinniTra cosa^r 

+ — - e K (x) : 

'2 ^ ^ sma/r 

ia/r ia;r 

"-2~cosa7r sinm/ra ?. . , i "2~sin ra ti a cos a/r 




smaTT ^ ^ ' 2 sina/f 

iaTT iaTT T 

-}- — sinniTra . e ^ J(x)4--^e ^ sin m /ra K(x) 1 . 
Der erste Theil ist 

ia;r 

sin(m— l)7ra 1 ~^(%^ i 'uf\) 
sin a TT 2 



sin (m-lWa^ « ^ 

sina rir 



— 48 



Der zweile Tlieil wird zu: 

1 -2" COS a TT sin m TT a f ■ . . i / ^ ^ 

, i -2" sin m TT a sin a TT /» . -^ r \\ 

iflTT 

1 ~2~sinm/ra- ^/i/^ ir/v 
— e — : (cos a TT — 1 sin a 7r) | J (x) — i K (x) 

2 sin a TT ^ \ ^ ^ 



-iaTT 

1 "2~ sin m/ra , , , . • i/ / n 

V ® "li^r; J (\) - 1 K (X) 

2 sma^t 



(a a 

J (V) - i K 



''"™'^' Q(x). ß.) 



Sin a TT 
«.) und /9.) zusammen 

a / im.^ \ sin(ni— l)7ra * . , sinmTra*, , ^, , 

p( e X = ^ P(x) : Q(x); (4.) 

\ / sm a TT ^ ^ sin a TT 

analog 

a / iniTT \ sinm/ra » , . , sin (m-f-l)a7r /i, . ,^ . 

Q e x)= — : P(x)H . ' Q(x). (5.) 

V / sm a 7i- ' sin a TT 



n. 

Darstellung der BessePschen Funktion I. Art 

durch bestimmte Integrale. 



§ 1. Die BessePsehe Funktion T. Art mit beliebigem Para- 
meter a als Schiingenintegral dargestellt. 

In der Theorie der Gaminafunktion hal man als Euler'sches Integral 
II. Art zweite Form 



- ^f'lZ 



— N 




N ist eine positive, zum* unendlich gross werden bestimmte Zahl, a 
ist beliebig. Die Richtigkeit der Formel kann folgendermassen gezeigt 
werden. 



u — a 



Ist a eine ganze Zahl, so kehrt e u im Westpuakt auf denselben 
Werlh zurück, mit welchem die Funktion von da ausgegangen war. 
Die Schlinge wird zu einer geschlossenen Curve, welche u = um- 
gibt und die ins endliche Gebiet hereingezogen werden kann. Jetzt 



u 



kann man e entwickeln. Ist a positiv ganz, so kommt in der Ent- 

U-' 

Wicklung nur der Term ttt in Betracht, weil uns dieser ein nicht 

(a— 1)1 

verschwindendes Integral nämlich 

du _ 1 

1)1 u~~ (a— 1)! "" r(a) 



o 1 r 1 au j J^ 1- r I 

S = rrr— I rrr = ttt = — ^-r- liefert. 

2i7tJ (a— : 



^ 
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Es lässt sich nun vermuthen, dass S = ^, ^ auch für den Fall. 

r(a) 

wo a beliebig ist. 

Setzen wir vorerst 3 — a positiv voraus, so reduzirt sich in der 
Nähe des Nullpunkts das Integral auf 

l-a 



1 / -a. 1 U^- 
: I U du = -^. ; , 

171 J 2i7t 1 — a 




-N 



ein Werth, der im Nullpunkte verschwindet. Wir ziehen daher den 
Weg in folgender W^eise auf die Realitätsgerade zusammen und lassen 
N oo gross werden. 

Auf dem Hinwege hat u die Phase — 7t, also ist u~* = e *^ t~* 

auf dem Rückwege hat u die Phase tt, also u = e ' t~' 
und da hier das Wegelement negativ ist, so folgt 

iaTi — iaTT 

e — e . _. ^_.^^ 



2iyc 





roo 



r{l — a) als Ettfer'sches Integral II. Art, 

I. Forra.^O 

_ sina/r ^/, X , 1 sina/r 



1 



r(a) 




(i.y') 



Diese Formel ist also jedenfalls gültig, so lange 1 — a positiv 
ist, d. h. so lange a westlich vom Meridian durch 1 liegt. Wenn a 
in diesem Gebiet ganz ist, so verschwindet das Integral und r(a) 
wird unendlich, wie sich auf folgende Weise zeigen lässt: 

Setzen wir in Hb) r(l — a) = den W' erth a = — n+€, wo n 

sina/r .^. , \r u - 

positiv ganz und c zum verschwin- 
den bestimmt ist, 
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dann folgt 
r(— n+€) r(nH-l— g) = . / ^ ^=(— l^--, also darf 

( — l)*" 1 
r( — n+fi) = -^^ — —- ' - gesetzt werden. 
' nl € 

Nun sei x = — n-f-c 

€ = x-j-Q) dann lässt sich die Unsletigkeit der Gamma- 
funktion darstellen durch den Ausdruck 



(- ir 1 



., wo n =i 1, 2, 3, 



n I (x+n) 

Wir haben somit die Unsletigkeilen 
111 11 (-ly 



x-fl ' » 21 x-f 2 ' 31 x+3 ' nl x+n 

Setzen wir, um zu zeigen, dass die Formel auch Gültigkeit hat, 
wenn a östlich vom Meridian durch 1 liegt, 

f(a) = I e" u~* du, integriren partiell und erhalten 



= /•" """ 



, j. .-' 



f(a) = e u + a ( e u du, aber e u verschwindet längs 



des Weges -n ^ o) ^ also folgt 

f(a) = a 1 e" u~'~^ du = af(a+l), somit 

f(a-f-l)= — f(a) = — --^ == -=-V-.v- Mittelst dieser Rela- 
^ ' ^ a ^ -^ a /Ta) r(a-j-l) 

tion sind wir im Stande, das Integral (1.) auch östlich vom vorhin 
durch 1 gezogenen Meridian in beliebiger Weise auszudehnen, somit 
gilt die Formel (1.), wie schon Weierstrass und Hankel gezeigt haben, 
für beliebige W^erthe von a. Formel (1.) soll nun angewendet werden. 
Wir hatten 

3(x) =2(-l)^ ,,^j,^,^ . Nach (1.) ist 

^^ ■ . ■ *^ = -7r- — I e" u"~* ^du;wenndieseingesetztwird, sofolgt 
r(a-H+l) 2i7rJ 

-N^^" 
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'« --^I'-SZ (v)' 2 Hf^-- 




-N 



X=co / 

2v *" 



X1\A 



X» 



aber ^j - — ., = e *", somit 



5") =^-(l)7'""^""""-"- **•' 




-N 



Mit dieser Normalfonn (A) ist folgende identisch. Es sei 



X 

"= 2 



X» X 1 X* x/ 1\ 



u * ^du = (-^) l *— , somit 



^«=21;?/ 



f(*-T)t— !(,,. 



e 2 \ t / t— ' dt. (Aj.) 



N 

z 




a 



§ 2. Integrale fttr J(x), K(x), P(x) nnd Q(x), welche ans der 

Form (Aj) abgeleitet werden können. 

Nach (AJ ist 

elO-T)t— idt. 



^'^=2^/ 



N 

X 




X sei positiv und der Weg in folgende Form gebracht, d. h. er 
enthalte den Einheitskreis. 



-v->- 
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Nun soll das Integral nieder in den ursprünglichen Yariabeln 
geschrieben werden, also 



^ ' 2i7Vj u 



Integralionsweg wie vorhin angegeben. 

1. Berechnimg des Betrages» der auf die geradlinigen Theile des 

Integrationsweges fällt, also 



tr 



Auf dem Hinwege hat u die Phase — 7t, also setze man e ^ u 
statt u, somit geht 

— a— 1 ... . — i7i(— a— 1) — a— 1 i7r(a-fl) — a— 1 i»^ — a— 1 

u über ine 'u"^=eu= — e u , 

somit hat man im Ganzen auf dem Hinwege von — N bis 

— e •— — I e 2V "/u~*^^ — du, und wenn Noowird, 

2l7l J 



^ 



iüTt 1 / 



rl("-i)„— > . 



e 2 V u/y-»-^ . du ^) 





Auf dem Rückwege von bis — N ist das Wegelement negativ, die 
Phase von u gleich tv, daher ist 

in . .. . — a— 1 . j — iTTfa+l) — a— 1 —la/r — a— 1 

e u statt u ZU setzen, u wirdzue ^ ^.u -— e .u i 
also der Betrag des Integrals auf dem Rückwege 

du 



, -U;r 1 r^-^(^~) -a dl 

' 2i7r f u 

a.) und ß.) zusammen genommen, erhält man 

— ( e — e ]'— — I e 2 V «/ u — 

V / 217.^; u 



ß') 



du 



/r r u 

^6 



y.) 
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Nun sei u = e^, u *= e ■^, -(u j = -| e^ — e ^J=ftnJ:, 

also 

, . sina/r r^-^rmz-ar 

(y.)= —j e dZ. (1.) 

2. Berechnuiig des BetrageSi, welcher auf den Einheitskreis als 

Integrationsweg fällt. 

Wir setzen u=e*f',-7r=c7 = 7r, u-* — = e-*«f . i de?, 

<; '^ ' u ^ 

somit folgt 

TT — TT 

in I 4" I = ^0 + *•) 

Im ersten Theil ersetze man — ^ durch ^. dann ist 

• V 1 / — ix8in<«>-f iaf , 1 / ^ — i(x sinf?— ap) , 







TT 

somit ö,) 4- ß-) 



6<p 



cos (x sin ^ — S(p) d(p, (2.) 

"0 

Aus (1.) und (2.) folgt durch Addition 
J(x) = -i j cos(xsin9n~a^)d^-^^ | e'^^'^^^-^d;:. (A,) 

Formel (A.,) gilt für ein beliebiges positives oder negatives a. 
Ist a gleich der ganzen Zahl n, so ist sinn^r = 0, also fällt der zweite 
Theil weg und (Ag) reduzirt sich auf 

1 r'' 

J(\)= — (cos(xsin^ — ^v)^9i ^'® bekannte erste Grund- 

nJ fnrmAl vnn RassaI 
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Ist a negativ, so folgt aus (A2) 



j(x)= — I cos (x sin ^ -f- a^) d^ H — I e oa. ^Agj 

Aus (Ag) und (A3) folgt durch Addition und Subtraktion 

TT rt • /»^^^ 

a — a 2 / X , I 2sina7ir / _xRn;irr y^ y 

j(x)-[-j(x)= — I cos(xsin^'')cosa9?d^-|- | e |tna>ca>c 







• -« 2 r^ ... j 2sina/r /* -xfin/ ^' yj y 
j(x)_J(x)= — j sin(\sin^'')sjna^d^^ — | e coiaXd/, 




a = n positiv ganz 



J(x)+J(x)= -^ j cos (x sin^) cos n^ dp, 
](x)— J(x)= — I sin(xsinp)sinnpdp. 





— n n 



0g^ j(x)=(— l)''J(x), so werden die letzten Gleichungen zu 

2 r^ 

J(x) jl + (—!)'') =^ I cos(xsin9?)cosnpdp, 

J(x) |l — (— l)"j=— sin (x sinp) sin np dp ; 

also wenn n gerade 

J(x) = — I COS (x sinp)cosnp dp, 

= I sin (x sin^^) sin n^ d^ ; 

% 
wenn n ungerade 

= j cos (x sinf ) cos n^ dy, 
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1 /*" 

J(x) = - J si 



sin (\ sin^) sin n^ d^^ 

u 

wie man leicht bestäligen kann. Dasselbe erhält man auch aus 

1 r"" 

J(x) = — I cos (x sin^ — n^) d^ 

= — I cos (x sinf ) cos np d^ -( | sin(xsin^)sin n^d^. 

Bei (Ag) schreiben wir nun <p^ statt (p, also 

7(x) = 1 fcos (x sin iPj + ay),) d^, + ^^ fe"^" ^" ^ + *^ dZ 

und setzen <p^==.7t — <p. 

Wenn (^^ = 0, ist ^ = 7t, 

cos (x sin ^^-|--a^^) = cos[xsin(7r — (p) -{-a^ — ^<p] 

== cos [x siny? -|- a TT — a ^] 
= cos(xsin^— a^)cosa7r~sin(xsins^— a^)sina7r. 

Daher 

-» . cosaT^ r"^ ( • \A sina/r /^^. . . ^ , 

j(x) = I cos(xsin^ — af?)d^ 1 sm(xsin^ — af)df 

» 1 / a -a \ 

Es ist K(x) = ( cos a tc . J(\) — J(x) i. 

^ ' sinayr\^ y 

Unter Benutzung von (Ag) und (AJ folgt 

cosa7r.J(x)= | cos(xsin^ — a^)dy? 

TT 



/oo 
Q-xfinJir-a/ 
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— J(x) = I cos (x sin (f — a^) d^ 



/%7l . /»OO 

-j I sin(xsiny? — af)d^ je ' ''^ ''dX, 

* — * sin a 77 / 
cos a/r • J(x) — J(x)= | sin (x sin ^ — a^)d^ 

sinaTT r^^ r V / ar , .v\ 
^ — I e-^rtn/| e '^-f-^^^sa/r . e-*^|dX^ 

Dividirt man nun beide Seilen mil sina/r, so erhält man 
K(x)=- j sin(xsinf?-a^)df — | e-**»"^/ e^^+cosa/r.e-*^ J dX.fA^) 



Ist a = n pos. ganz, so folgt 



K(x) = ^ I sin(xsin^ — n^)dy?-^ j e-^*'*"^(e"^ -h(- l)°e~"^)dZ, 

wo gerades und ungerades n zu unterscheiden sind. 
1) n gerade = 2m 



K(x) = - I sin (x sin ^ -2mv'')d^ 1 e"""''"^ cof 2raXdr. 



2) n ungerade = 2 m -f- 1 

2m+i i r^ 2 r^ 

K(x)=- I sin[xsiny)-(2m-f-l)y?]d^ — e-'^f^"^rtn(2m-|-l)A:. dX. 

a l \HL/'ti a \ 

Wir deflnirlen P(x) = -e ^ ( J(\)-|-iK(x) I. In diese Formel setzen 

wir (Ag) und (A^) ein und zwar nehmen wir zuerst die ersten Integrale 
bei beiden zusammen und haben 

— e 2—. I jcos(xsin^ — a^) -|- isin(xsinf — a^) 1 d^ 
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Nun sei 



fn 



zerlegt 



ü n 

"2 



Beim ersten hat man, wenn ^ = — -f- y, gesetzt und nachher der 
Index weggelassen wird, 

71 



n 



n 



1 /*2 i/xco8f -f-ajp) 



sodann 



2^j 



^i FxsiDj 



'-<^-t)] 



d^? 



TT 



•) 



71 

1 /*^ 





2 l(x.iu(-^l-y,) -«,>.) 



dfl 



TT 



1 r^^ i fxcosf — af)) 



Zusammen folgt als erster Tlieil des Resultates: 

71 71 

2;t I ® L^ "^^ J ^'""^ I ® cosa^dv? a.) 

Nun sollen die zweiten Theile zusammengerasst werden, also 



ia7r 1 . 



2^" 



sinayr r 

'-7c' I 

l t/ 





oo 



— X fln/-a/ 

e dX 



»CX3 



-| I e je -f- cosSiTt ' e 







)"1 
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laxr 



=+rM 



oo 



— Sma/r — ICOSSTT / — xfin;^ — a/ 



7t 



' 



a 



iBTT /»OO 







fin;ir+«/ 



dX; 



laTT 



la/r ia;r 

e^ -sina/r-icosa/r e^ cosa/r-isinaTr . e ^ 

aber- • =— «•« • =-1^7— 5 

2 TT 2 TT 27r 



also 







00 .. / * ^ \ • /»CO / , i TT \ 



e 




e 



-xjtn/ 



re*('+^)4-e-*('^-¥)ldX, 



somil 



zweiter Theil des Hesultals 



"4 



e • <^»^l 3 ( 5f + -^ ) dJr. 



/?.) 



a.) und /?.) zusammengenommen 



TT 



P(x)=-lJ e- 



COS ^ 



cos Bip d<p 







00 



e-^''"'^-ofaf%+?)dX(A,); 



analog 



TT 



)=-^re-''"^cosav"d^ + ir e-^'"'^ofa/'x_ij)dX. (A,) 



Q(x)= 



-a a 



Wir können für J(x), P(x) und Q(x) noch andere Inlegralformen 
auf folgende Weise erhallen : *^) 

Wir gehen aus von (A^) und ersetzen a durch — a und erhallen 



21« 1 



N 

X 
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Xon sei l = , dl = -J =-, der Weg — 



U U^ 




wird , da ISr l = . u = :rz = e wird, zu - ^ 



^« 



also zu einer ruckläuflgen Schlinge vom Punkte e aus, welcher nahe 
an liegt. Wir machen diese Schlinge rechlläufig und haben 







') 



u habe beim Anfangspunkt der Schleife die Phase 0, t hat die näm- 
liche Phase am Endpunkt derselben, folglich darf man in 

t== , — l^e^'^seUen, also t = ^ — , (— !)• u~' ^e^'^'u-' 

u u 

Setzen wir den letzten Betrag ein und schreiben wir statt u wieder t, 

— » 
so folgt eine Integralform für J(x), welche der Form (A^) entspricht, 

nämlich 







(As) 

QgJ^ mit der Bedingung, dass t die Phase 
1 habe, wenn es im Anfang des Weges in 
die positive Realitäls-Axe tritt. 

In der Form stimmen (Aj) und (Ag), abgesehen vom Faktor e , 
überein, nur sind die Wege verschieden, nämlich 

Aj Ag 





— a 



J(x) J(x) 
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Es seien nun folgende Bezeichnungen eingeführl: 

dl 



q=— - I e2V iJt 

2lTtJ 




,^('-4)r-*^ 




a 



dt, dann ist ohne Weiteres J(x):^p -|-q. (l.) 

— a 

01^ Nun berechnen wir J(x). 



Zuerst: 






\{^-\\-\,= 



i7f a 

e p; 



dann folgt 



_ — I e^^ wt * dt; hier ist zu berücksichtigen, das t die Phase 

^^ »/ . -a— 1 2i7r(-a— 1) — a-1 




— a— 1 2i7r(— a— 1) —a-1 

2 TT hat, also t zu e t 

dt zu e ' dt wird. 



Wir haben 

iTia 2i;i(— a-1) 



e .e 



2i7r 



fl-Ct— -) ~a-l 2i7r ,, -i/ra 

e^^ ^^i .e dt=e .q, 



daher 




— a 



J;ra -i;ia 

j(x) = e .p + e .q 



(2.) 



i rr a 



Multiplizirt man (1.) mit — 1, (2.) mit e '"und addirt: 
e J(x) — J(x)=Ve — l^p = e ve — e ; p, also 



1 TTa 



a 



iTl a 



e J(x) — J(x) = 2 i sin a/r • e p. 



(3.) 



—\n% 



Multiplizirt man (1.) mit —1, (2.) mit e "■" und addirt dann 
auf gleiche Welse, so folgt 



a 



— a 



J(x) — e J(x)s=s 2isina7r -e q. 



(4.) 
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Gestützt auf die Definition (siehe S. 42) haben wir erhalten 



ii'* -a *^* 



P(x) = e ^ J(x)-e 2 J(x) 

2 i sin aTT 



i?ra _^ iTTa 



2isinairr .P(x) = e 2 J(x)--e 2 j^^). 
Aus (3.) folgt aber * 

e 2 ^e 2 j(x)— e 2 j(x)J= 2isina7r • e'^^'p, daher 

laTT 

e~2~. 2isina7tP(x) = 2isina/r • e^'^p 

a ^ 

P(x) = e 2 p, oder 

i Tra 




Analog gestützt auf (4.) 

i Tia 



^("^ = ^1^/*'^"'^ '"*'*''• (^^0) 




§ 3. Darstellang der Bessersciien Fanktion I. Art mit be< 

liebigem Parameter als ein Integral, dessen Weg eine 

Doppelschleife nm — 1 und -\-l ist. 

Wir gehen aus von der Formel 



2,-.)'iiL. 



— a 

Wir erweitern den allgemeinen Term mit r|A-j- j -2 und er- 
halten 
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C_l)^ 5^ fZ -MZ . Aber 

2 'X\ rU-\-l\ r(A+a+i) 

Der allgemeine Terin heisst demnach 

r^i^r(a-}-^+i)-(2A)i 

Fs soll nun — >. \ durch ein Integral ausgedrückt werden. 
r(a-}-^+l) 



/ 



Wir nehmen das Euler'sche Integral I. Art 2. Form ") 
X (i+x) dx = 2m-^^^^^^^_3_j.i), 




und setzen statt — a 

b 



«-2 







r(l-a)r(a4-^+i 

Zur Ausmiltelung nehmen wir an, a-^sei positiv, dann ist 

der Nullpunkt zugänglich und wir können den Weg auf die Realiläts- 
«erade zusammenziehen und den Werlh des Integrals ünden t hat 
auf dem Hinwege die Phase -.r, somit ist der drehende Faktor 
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das Wegelemont ist positiv. Auf dem Rückwege hat t die Phase n. 
der drehende Faktor ist 

das Wegelement ist negativ, daher folgt 



(^-ajr(a + ;i-i-l) ^1 



(l+l)^ 'dl 



^ sin.(i-a) p^_^ 



i-^ 



(1-f-i) 2 dt 

— 1 



= £^rt"-y(i+i)^-ydi. 



—1 

Nun setze man t= — u, dann folgt 



i'+i 



r(i-a) r(a + i + l) '^ 1 






cosaTT , . ,. . . , 

du, 



cosa//; /■* Ä-p-.. \^~T j 1- • 
u ^(1 — u) - -du, hierm 



/c 




a-) 



sin Tri - 
cosaTir \2 , 
= == — ; r 7 ;- eingesetzt 



-1-4 



— r{ J^)A^^\ — I " ^ ^^ — ") ^^"' ^^^ ^^^ Euler'sche 
unter der Voraussetzung, dass a positiv sei. 
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Somit gilt für a beliebig die Formel 



» > 



1. . -,r^.ö j 



=Lf''~^^'+'^'~''' 



und diese soll nun angewendet werden, um im allgemeinen Term ein 
Integral einzuführen. 

Wir setzen daher 



^'^'^ ='-4;^/.'-a+o'-., 



« • 



r(a-|-i+l) 

-0 

also wird der allgemeine Term der Summenformel 

^ ( l\ 2A /x\2A+.a 



(-.)'r. + i."(i 



(I) 



r(a + >l+l) •(2;i)! 






+ t) M— l)^^,<ll• 



(2^)l 



Nun setze man l-j-t = u^; 

ist t = — 1, so ist 1 -}- 1 = u* == 0, 
. t= 0, . » l4-t = u*=l. 

Der Weg von 1 +^ ist daher eine rechtläufige Schleife von um 1. 

Nun aber ist t 2_-(u^ — 1) ^ mjj d^p Bedingung, dass wenn u 
östlich von 1 die positive ReaUtätsaxe passirl, alsdann Log (u*-t-1) reell 
sei, ferner ist 

(l4-l/—2^(u«)^-T=u'^^~\ dt = 2udu. 
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= J2(««-l) »« .(-D.l^udu 




1 

2i 



=(-1)^2 Au»-!)' 2 



-^^''") du. 



(2X)! 
1 




* 
daher der allgemeine Term vonJ(x) 



kL''k^2(-.)'/(..-l)-^^da u^ ;«) selb« 




i 




1 



■ (i)"K^-) 



2iwr 



pr-^ 2 / (u»— 1)' ^ cos XU du. 



(ß) 




cosxu= TT 1 e 4- e K daher 







1 



«7 — 



Nun ist 



J(a«_i)-T^e'"+e-'")du=r(u«-iri/" 



dtt 





+ J(ü«-1)' H " 



du. 




1 



Beim zweilen Integral setze man — u statt u, dann folgt für 
dasselbe 

e (u»— 1) 2 .->du=| e (u«— 1) 2du, 




-1 



daher 




J(u«_ i)-T^e'"+e-'")du= r(u«-iri'" 



du 













+ r(u«-i)'-i'"du= fo^v-i)'"^ 



du 



-1 




-A >C +1 



und schliesslich 






1 

2 du. 



(B.) 




-1 >r+i 



östlich von 1 hat u' — 1 die Phase 0, weil wir dort Log (u* — 1) 
reell annehmen. Von da bis zum Kreuzungspunkt der Schleife, der 
auch im Nullpunkt hegen darf, gewinnt u' — 1 wegen des Faktors u — 1 
die Phase tt, verliert sie aber bis zum Punkt westlich von — 1 wegen 
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des Faktors ii + 1 und gewinnt von da an wieder — tt wegon des- 
selben Faktors und vom Kreuzungspunkt weg wegen u — 1 tTj so dass 
u' — 1 wieder mit der Phase am Ausgangsort anlangt. 

Der Kreuzungspunkt der Doppelschleife kann daher vollkommen 
willkürlich ausgewählt werden, so dass er z. B. wie es Herrn. Hänkel*^) 
gethan hat auch nach -{-iN verlegt werden kann, wo N sehr gross. 
Hierauf zog er den Weg auf die Gerade zwischen — l und + 1 
zusammen. 

Es kann die Form (B.) mit leichter Mühe auf die von Bessel 

n 

gegebene zweite Integralform für J(x) zurückgeführt werden. So 
lange recp. a-|- V« >0, verschwindet das Integral in den Punkten —1 
und -f-1. Wir ziehen den Weg nach Hankefs Angabe auf die Strecke 
zwischen — 1 und -f-1 so zusammen, dass der Kreuzungspunkt in der 
reellen Axe ganz nahe bei — 1 liegt, dann werde er in diesen Punkt 
hineingezogen und gelöst. Das ganze Integral zerfallt dadurch in zwei 
Integrale von — 1 bis +1 und von -|-1 bis — 1. Von -i— 1 bis -j-1, 
dem Hinweg^ hat u*— 1 die Phase — *r, also ist der drehende Faktor 

=e ^ 2;^e ^2 ;, von +1 bis —1, dem Rückweg, hat 

(u*-— 1) die Phase tt, somit ist der drehende Faktor =e ^^* 2/ 

= e ^2 -'j das Wegelement ist negativ, der gesammte drehende 
Faktor ist demnach 

= e ^^ ^— e ^2 ^ = 2isin I — — aTTJ. 
(B.) geht daher über in 



[2) -1 
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sin (f-a^) 



da 

■IC 



a-')^a+-)' 



2 du. 



r(,)r(,+.y 

Nun sei u = cosy?, 1 — u*=sinY, du = — siny>d^, der Weg 
geht von tc bis 0, das — zeichen bei du verwenden wir, um den- 
selben in bis n zu verwandeln; also folgt 

•, . \2 / /* ixco»f .2» , . 

Wir setzen nun statt ip ein n — ^, dann ist 




(!)■ 



— ixooa^ . 2 a 



lä/ r — -, - 

'W = — -n\ — T% \\ " *'" f —^ 



(0 



— 1X008^ . 2« 



Addirt man (1*) und (2.), so folgt sofort 

• \2/ /''* 2a 

J(x)= — \ — ^ I cos (xcos^) • sin ^^dy> und analog 

m V2/ r'' 2a 

J(x)= — ^ — r- I cos (xsin^) cos y^d^, was die Formel 

^(2)^(2+^)8 (53), siehe S. 23, von Bessel.ist. 





^ TO -^ 

Wir leiten avs der Inlegralform (B) eine weilere Form her, von 
welcher wir im folgenden Paragraphen Gebrauch machen werden. 

Wir setzen in (B) für ixu die Variable v. x sei reell gedacht, 

Wepn u == — 1, V == — ix 

u = -f 1, v = + ix. 

Die Doppelschleife legt sich daher um die Pole -|" i x und — ix in 
folgender Weise 

k und hiebet bemerken wir folgendes: Im Augenblick, wo 

/ u von Westen nach Osten durch den Nullpunkt, resp. 

durch die Realitätsaxe hindurch geht, hat u* — 1 die Phase 

TT. 

Die neue Potenzbasis 

V»+3^' 

(ix)» 

muss daher auch die Phase — /r haben, wenn v aufsteigend die reelle 
Axe passirt. Dies ist nur möglich, wenn v* 4- x* an dieser Stelle 
die Phase Null hat. 

-y- gibt den Faktor e"*'' und da man im Ganzen (-^) hat, 

so bekommt man als Faktor e"" * . 
Wir haben, wenn eingesetzt wird, 

J(x) = e •— y— — ^ -^^ I — ^^ — ' — |- dv, 




oder wenn wieder u statt v geschrieben wird. 
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» , -la«^\2 7 (2X) ' r »/ 8 , 2V-L /n \ 



^^2 




Hierbei isl vorausgeseUl, üass wenn u von Südei] qach Norden gelU, 
u'-f"^^ dieselbe Phase wie x* haben soll, 

Wir wolleni für spälern Gebrauch, die Formel so einrichten, dass 
u*-{-x* die Phase hal, wenn u absteigend die reelle Axe durch- 
schreitet. Der Erkennungsort wird also um einen ganzen Umlauf um 
i X verschoben. Dies bringt der Phase der Potenzbasis den Zuwachs 
2 TT, dem ganzen Ausdruck also den Faktor 

2\n(%-'^ i7r(2a — 1). 21»« 

e V 2/-_-Q = — e 

Setzt m^n diesen Faktor hiqzn, so folgt 



-e J(x)= _Z.^^_J e (« +x ; 2du (B.^). 



a) 




Hier hat nun n* -f* ^^ ^"' ^^^ absteigenden Zweig bei A die 
Phase Null. 

§ 4. Die BessePsche Fanktlon I. Art 

mit beliebigem Parameter dargestellt als Integral mit einer 

Schleife ans dem Westpnnkt um die Pole 

-f-ix und — ix. 

Die Summenformel für J(x) lautet 

2X~a 






n"«' ' ^ir(i-a+l) 
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Wir multiplizieren im Zähler und Nenner des allgemeinen Terms mit 
2"~'''rU— a + ij und erhalten 

(-.)'(|)""r(^-.+|).V'-" 
>iir(>i— a+i)r/^;i-a-f lV2^^~'" 

Nach dem Satz über die Verdoppelung des Arguments bei 
Gammafunktionen^^) hat man 

r(i)rr2a) = 2''"V(a)r(a + 0. 

Setzt man hier X — a-\-l statt a, so erhält man 

2"-2'r(i-a + l)r(^-a + l)=r(i)r(2A-2a + l). 

Dies in den Ausdruck fär den allgemeinen Term substituiert, folgt 

(-l)^(|f"V(it-a + i).2-^-'-' (-l)^2-V^-V(x-a+i) 

X\r(^jr(2i — 2a-^l) xir(ijr(2>i— 2a + l) 

Nach dem Integral von Weierslrass 



1 1 r « -. 



r(a) 2i^ ' - - '''' '«'«^ 

-N ~ 




1 1 r 2«-2A-l . 



r(2X 

-N 



(a.) 




(-1) 



* Femer ist 



>ii V2 / 1.2.3 i 



= KHH) 



0».) 



(a.) und (ß.) im allgemeinen Term substituiert, geben als solchen 
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'(2~7 (2x)" 



(0 ^' 



7t 




a — 



\ u 2a-2jl 

2 je u 



1 2X, 

X du; 



— N 




dies ist zu sammieren von A==0 bis >l = oo, 



Aber 



-2;i-i 2A^ 
X du. 



A=oo 



X=oo 



2-^« 



— — 1 2a~2i~l 2 

X 



;i=o 



^=2r-|^)(uT-^-'(x7 



= (u^+xO'-^. ''' 



wo — <1. 



daher 



u 






l 

B — -=- 



(I) 



(U"4-X«) 2 du. 



-N 




u ist grösser als x, der Weg umschliesst also die Pole ix und — ix. 
Beim Durchgang durch die positive Axe soll (u* -j- x ■) die gleiche 
Phase haben wie x^. 

Wir wollen nun den Weg in folgende Figur zusammenziehen und 
dann das Integral ausmilteln. 

0«x 



— n; 



I 



Ö-" 



^ ^i ^ 

ßrstes Betreffnis : Die geradlinigen Strecken des Integraiionswegs von 

— N bis und umgekehrt. 
Hinweg; du positiv, (u^ -{"**) ^^^ ^*® Phase — 2/x. 

Drehender Faktor ^^e ^ 2/_q* 

Rückweg: du negativ, (u*4"'^*) '^^i^ ^^^ Phase in, 

r. u j 1.^1. ^^^(»-t) -^iJia-2») 

Drehender Faktor =e v 2/-_e ^ 

somit hat man im Ganzen als Faktor 

i 7^(1 -3») -l7Kl-3a) . . 

e — -e 2isin7r(l — 2a) sin2a7r. 

2i/j 2 in n 



2sina7rcosa7r 



2sina/c . sin( — 4"^^) 



TC 



-^=2sma7r. 



7t 



4-)KI+'J 



'»««(g+a) 



''" V2 • V 1 

da == : 1^ : :- isL 

7t 



Man notiere deshalb 

(i-.).(2»- 



(H4+') 



2sina7r je (u*-j-x*) ^jq— = 



a)-a-)Ki+-) 



(2x) ' „ . r« .-1 

r^sina/r j e (u»+x») ^ Am. 



<S) 4+«) 



Nun sei u =«= — x t, t = , du = — x dt 

X 

N 
Grenzen u = — N, t = -l 

' X 

u = 0, t = 

Das — Zeichen bei — x dt verwende man um die Grenzen um- 

N 
zukehren und statt — schreibe man gleich oo, so folgt 
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(2x) 



r- » 



a) 4+') «' 



2sina7r /^^''(l*^- 1)*~T . x'^^'V. xdt = 



ar 



a)4+-) 






(!)• 



Setzt mao t==fin^ 

i^-\-\ = co^^X, dt = cofZdZ, so resulljert 



►oo 



a)4+') 



. 2sina/r ( 0"'""^^— *Z • cof ZdZ 



av 



■a) 4+-) 



• 2sina7r 






Zdr, 



<t.) 



Zweites Betreffnis : Zuerst berechne man beistehendes 
Teilsläck des Weges : Die Phase ist immer noch — 2 /r, 
somit ist der Faktor nach Umlauf um —ix, wo durch den m 
Faktor (u-f-ix) die Phase 2n dazugewonnen wird 



|-^.„a-2.)_j] 



ü^' 



Nun setze man im Integrand u = — ixt, du= — ix dt, und wir 
erhalten die neuen Grenzen sind und 1, 



4) 



— a 



(2x) r. i7r(l-2a) 
2in: 



[ 



e 



CO^ 



•l] j e (l-l«) 



— 4 2a 



X • — idl. 



Beim TeiJsluck 



sei u=ixt, dann ist 

der Faktor [l— e"*^^^"^*^], die Grenzen 

sind und 1, dann folgt 






2a 



2.x idt. y.) 



' 
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Nehmen wir ß.) und /.) zusammen, so folgt vorerst 

Ir l7ra-2a) .-1 . -ixt, f. -i7ra-2a)l . Ixtl 

[e — 1J-— 1-e -f-[l — e J-i-e / — 

{,'"(T-).[.'"(4-)_r'"(i-)]. -,..-• 

+.-"(i-)[e"-(T-)_.-..(i-.)]„...| = 



*^(4-») o;„; 



. 2isin/c - 



(!-)•-• 



; .-*^*. .-"^(4-0 o;«; 



e +e 



.2 i sin/r 



cos a TT. 



(ini-K-V "ir^ -ixt, -i7i(-j~«) -^ *»Mo- 
e ^2 -e ^ -e -\-q ^ e ^ • e /2i 

Nehmen wir noch im Nenner 2i7t dazu, so folgt 

/ -icxt+aTi) , i^xt+aTiA cosa/r ^ / . I vcosa^ 
(e +e -^ * = 2cos(xl-f-a/r) 



= 2cos(xl4- a^) 



Das zweite Betreflhis ist demnach 



(i-)Ki- 



f-a 






cos(xl + a7r)(l — t«)* 3 dt, 



und wenn tsssin^, 

1 — t*=cos*^, dt = cosydf>, 

Grenzen und --rr- gesetzt werden, 



ar 
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I cos (x sin f 



a.) und d,) zusammengenommen folgt 



-(-a7r).cos (pAif. 



((j.) 



— a 



J(x) = 



ar 



a)K^' 



/»oo 



sina^r j e-*'^'cof"ZdX 



71 

/ä" 2. 

cos (x sm<f-\-i 7t) cos ipA(p. 



(CO- 
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Ist a positiv ganz z.B. =n, so ist sinnn = und wir erhalten 

•'('^) = — 7~T — 7 r2 I cos (x sin y> 4- n ^) ' cos V^Vi 

I 

Nach S. 67 hat man in diesem Fall als zweite Form Bessefs 



X \° 

^ * TT 



JtW= 



V 2 / /*2" 2n 

?— r — -z r^ 2 I COS (x sin ip) COS ip i(p und analog 



ft)' 



/ 



2" 2ii 

COS (x sin ^) • sin ip A(p, 



Es ist 



a Y2 / /*2" 2a 

K^)=- — / \ / r I 2 COS (x sin ^) COS tpAip. (1.) 

Setzen wir dies sowie die (G^) ein in 

a — a 

■ . cosa/r J(x)— J(x) . , , 

K(X)= r-^-^ ^-^, so folgt 

sin a 7c 



(I)' 



n 
COS a TT /*2" , . , 2a 



m—rr.^—. a|2H rco,(.si„„ .c.->d. 



■a)4+-) 



Sin a TT 



TT 

1 C^ r - I X 2a T'^xflnr .Sa , 

: I COS (xsinf>-}-a7r)cos ^d^ — | e cof XAXy 

cosa/r • cos(xsinc>) — cos(xsincc>+a7r) sin(xsincp)sina^ . / . \ 

i T^ ^^ ^—^ ^= — ^^ — 7-^ =sin(xsmc?), 

sin a TT sina^ 

also A Y 

* \2/ { f^ 2a 

K(x) = — / \ / ^2! I sin (x sin f) cos ^d^ 
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Perner ist P(x) = | e » I5(x) -f iV»)) • 
Formel (1.) sowie (CJ sobsliluiert, gibt 

P('')= TTT^TT \ 2 (' cosCxsinv) 



COS fQf 



n 



— X 

e 



oo 
-xjln;r f2ay .y, 

cof X dX 



r"2" 2. 

-|-2i I sin(xsinf')c(>s 

•6 
Die zwei ersten Integrale in der Klammer zusammengenommen, folgt 

n n 

fT 2a r , r^ ixsln^ 3ii 

COS ^|cos(xsin^) + isin(xsin9?)|d^ =^ j e cos <p^(p , 

•J dahp 



daher 



m= 



e 



7ta/x\ 

~\2) 



a 
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riliri 



i + a) I, 



f2 i X Sil 



sin« 2 a 



f.. 



cos ^ d^ 






CU| XdX 



(Ca) 



Q(x)- 



Q(x) ist conjiigiert, also 
-i»./x_y 

- — 7—^^ — r- e ''cos <p 



d(p 






(C4) 



Wir hatten als Formel (C.) 






'^ du und 




»■■■F? 



— TO — 



al» Formel (B^) 



— in aV - 

— e J(x)= 



(H 







u' -f~ ^' hat im Integral (C.) die Phase Null, ^enn u aufsteigend, 
im Integral ^B^), wenn u bei A absteigend, die reelle Axe überschreitet. 
Somit können wir beide Wege folgendermassen zusammenscbüessen 

und bei A öffnen, hiebei conslaliert 
f man, dass der Pol — ix gar nicht 
mehr umlaufen wird, also der Weg 
in folgender Weise verwandelt 
werden kann: 




-N 




Wenn recp. a -f y > 0, so verschwindet das Integral im Pol, 

wir erhalten daher zwei geradlinige Integrale mit den Grenzen 
— N + ix u. -ix und ix und — N-f-ix, welche zu summieren 
sind. Am Anfang hat u« + x« in —N-f-ix die Phase —27c, am 
Ende die Phase 2/i. Der Wert beider Integrale ist 

-e J(x) + J(x) 



(1) 



a •[ / i 71 a _a -iTraa \ 

Ferner war P(x)=— -. le""2- J(x)-e~2-~J(x)), 



— iyra 



hieraus folgt durch Multiplizieren mit e""2~. 2 i sin a 7c 



J(x)-e 
Da nun aber 



— iTia 



— iTia 



J(x) = 2isina7r • e 2 P(x). 



— a 






ikh- 



(U»-f-X«) 2(1,1, 

genommen auf obigem Wo^g 



— so- 
so folgt 

2isina7r.e 2 P(x)= ^^^ ■ ^ l^JL, / eV + x') ^^u 

jT ( — ^" ) genommen auf obigem Weg. 

Wir mittein den Wert rechts aus, indem wir in beiden Integralen 
der Polenzbasis die Phase ^ull geben 

rr- .^.^ ^ j , ^ -, . -2i7l(a— -i^) i7r(l — 2«) 

Hinweg, Phase — Ätt, drehender Faktor e ^ ^^ = q , 

Wegelement negativ. 

Nehmen wir dazu noch im Nenner 2i7r, so folgt als voran- 
zusetzender Faktor der rechten Seite 

i;r(l— 2a) -l7i(l--2a) 

e — e 2isin(l — 2a)7r 

2 i 7r 2 i 7r 

sin(7r — 2a»r). sin2a7i 

7t TC 

2sina/r .cosaTT _ . 1 

= =2sina7r. 



21 

Rückweg, Phase 2 7r, drehender Faktor e "^" ^^=e 



TC 



l-')KH 



Wir erhalten demnach 



2 i sin a /T e ^ p(x) = 



(4-)- 



^*^-'"-(2xr" 



1 

a — 



a)-a-)4 



+a 



fix 
e"(u*H-x*)" 2 du 

— N + ix 



e2 P(x)= — j-\ — ~ ^ J e (u*4-x ) ^"? 



oder 

— a 
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analog 



(Ce) 



Diese Formeln dienen dazu den Werth von P(x) und Q(x) für 
ein grosses Argument zu schätzen. 



III. 

Schätzung der BessePschen Funktion I. Art 

für ein grosses Argument 

nebst 

^ einem Anhang. *< 



§ 1. Oewohnllche Art und Welse der Schätzung der 
BessePschen Funktion L Art ffir ein grosses Argument. 

Wir gehen aus von 
P(x) = e 2 — __v — 2_ _ I e (u*-f-^) du- 



-2/^(2"+ ^j-N+i ^ (Siehe S. 80.) 



u kann man in grosser Ferne als negativ ansehen, u^ ist positiv, 
daher hat 11*+ ^* ^" ^^^ untern Grenze die Phase 0. Da u*4~^^ 
a=s(u -f-ix) (u — ix), so sind die Pole des Integrals ix und — ix 
und die Variable u bewegt sich auf der Geraden von — N-f-ix 
nach ix. Angenommen, M sei der laufende Punkt derselben. Nähert 
sich M dem Pole ix, so hat der Leitstrahl, welcher vom untern Pol 

nach M gezogen wird, die Phase beschrieben, es muss somit 

7t 

u* + x' in der Nähe des Poles i x die Phase ^ besitzen. 

Man setze nun u = ix — s. Dann ist 



! 



- 8S - 



0*+ x* = (ix— s)» + X» — — 2ixs + s« 
= — i.2xsn+i^J, wo — i = 



e 



in 

2 



zu 



nehmen ist; daher 






1 
— T 



somit folgt im Ganzen als voranzuselzender Faktor 

-in 

e 2 \ ^/ ^ =z e 



(-t) ^*^--^>T + »^ = e*('""^) 



Für u = — N -f- ix, ist s c= N = c« 

u= ix , s = 0, ferner du = — ds;das — Zeichen 
wird verwendet um die Grenzen umzukehren; daher 



I»(x) 



(x--) -« -i 

^ *^(2x) (2x)' ' /»' 

Kl) Ki+O "^ 



e'^^ *^f2xrr2x/ ' /»~--i/ -^" >» 



e s Ml+i 



' ii) •*«' 



P(x) 



e 






ow= 



e-'('-T) 



-» »- -5- 
e s 2 



('+'ä) 



1 



ds.") (1.) 



r'-^-*(-'Ä) 



1 
-2 



ds. 



(2.) 



Ist X sehr gross, so ist lim. I 1 -f- i 



im. ( 



1 



2x 



=: 1, daher 



P(x) 



(-t) 



V^ä^r^yfaj^ 



^-^^•-'■- 



ds 



^^ 



(•+4 



36 



) 



'^ 



- 6i - 



P(x)= " : (3.) 



1 
• e 



V/2 



7t\ 



, -'(-t ) 



Q^V = ^-7=-- (4.) 



Multiplizieren wir (3.) mit e ^ und (4.) mit e - , so folgt 

e 2 P(x) = — = , (5.) 

V2«x 

e' Q(x) = -= (6.) 

1 — ^ • ^ 

Aus P(x) = -g- e 2 VJ(x) + iK(x)/ und 

Q (x)= -i- e 2 U (X) — i K(xV folgt 



2 



• 



J(x)=e 2 p(x)+e 2 Q(x), 



A B 



i K (x) = e 2 P(x)''— 6 2 (x). daher unter Be- 
rücksichtigung von (ö.) und (6.) 

i,., = ^|.'[-(-i)T]+e-[-(-i)f]|, 

\l27C\\ I 

iK(x)=-^ie'[-(-^)T]_e-'[--("-i)T]l 

Erhebt man (7.) und (8.) ins Quadrat und addiert, so folgt 

für sehr grosse Werte von x, eine Formel, die in ähnlicher Weise 
E, Lomtnel, Studien etc. S. 65 ausgesprochen hat. 
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Brselzt man in (7.) x durch ix, so folgt 



In 

e a 



e * 

in , aTii i 71 aiTT i ti 

e 



der ersle Teil in der Klammer wird für ein sehr grosses x zu Null, also 



81 71 

X 



J(ix) = ^, L oder (9.) 

\j27t\ 



in V «x + 



eItt 



J (.e 2 x) = r/^=^^ ") (10.) 



Sj2 



7t\ 



7V fC 

Die Phase von x muss zwischen — und -^ liegen, ohne je- 

doch die Grenzen erreichen zu dürfen. 

Ersetzt man in (8.) x durch ix, so folgt 

e * 

e * 
der erste Teil der Klammer verschwindet, wenn x sehr gross ist, also 

, • . »iw x + (a+l) -j- 

K(ix)= -j^ . e'^"^ = ^ , (11.) 

V2/rx V27rx 

K(e2x)=?— ^= (12.) 

V27rx 

Setzen wir in (3.) und (4.) ix statt x, so folgt 

in in 

P(ix) = P(e~x;=— ^— ^ r~ = — — » (13.) 

V 27r\ -e * ^ 

was fär ein grosses x verschwindet. 
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P le"^ x) = ^ 

\j27tx 

p(e^x) = -g— 

\j2n\ 



(14.) 



(15.) 



«" 



^ \/2^x 



V'2 



7t\ ' e 



(17.) 



V2«x 
\e 2 xj = — PVe 2 x/ (18.) 



a 
P 



§ 2. Anderer Weg die Bessel'sche Fonktion I. Art ffir ein 

grosses Argument zu schitzen. 

Wir leiten zuerst eine Hülfsformel ab: 
1 + 1 cz (1 + zt)"'^ d t = 1 -f- 1 (1 + zt)') =(1 + z)', daher 



(1 + 1)"= 1 -f j cz (1 + zl)""^ dl. 

Statt dt schreibe man — d (1 — i), dann ist 

(1 + z)'= 1 + r cz (1 4- zi)"~'- d (l-l) 

_ 1 

= l-f-cz — (1 + zt)' fl-l)| 

" 

+ cz r (c — 1) (1 + z t)'"^ (1— t) dt 
4 
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= 1 + cz + ^^- "'» I 2 (1 — t) (1 + zt)«-3 dl 



= 1 + ( J ) z + (2(='' I 2(l-l)(l + zt)«-2dt. analog 
allgemein 



Die Formel (1.) isl allgemein gültig sobald mr zeigen können, 
dass sie auch bei der folgenden Inlegralion ihre Construktion bei- 
behält. 

Setzt man neuerdings — d(l — l) = dt, so hat man 
(^^)z"J n (1-1)°-^ (l+zir°-d (l-t) 



= (n)^i t-(l-l)° (1 +^0''iV f \l-l)"(c-n) (l+zt/r^z d 







(iH)'=2(^')''.'^+(„|i)^"+^JWi)(i-ir(i+^ir-^dt. 

(2.) 

(2.) stimmt mit (1.), indem man in (1.) einfach n durch (n-|-l) 
ersetzt, somit ist (1.) allgemein gültig. 

Diesen Satz wollen wir nun anwenden. Wir hatten erhalten 
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Nun ist 

s < 2x vorausgesetzt. 



fa-|\ ^ (a-l)(a-i)...(a->t+|) 
\ * J 1.2.3 / 



= ( -i)^ (^--0(T-0---(^-«-i) ^(t-0 

X m a , ö ...A J^ ( a I 



r 



(-'+0 



e '"^ TT ^, eingesetzt 



>il r 



a 



-f fi, daher 



w_| -^^ -UnrU-a + -. 



2x/ T^i . . _ /l \ (9\\^ 



;i=o 



X ! r /i - a^l (2^)' 



^="-1 / 7i\ 1 -iilTr _/. , 1 \ 

(2x)V 



r/;i 



/ 

2 ^ / (4.) 



V2^x.^o r/i-ajr/]-t-aVi ■<2'^>' 
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Diese Reihe ist eioe semiconvergente; etwa bis A = 2x ist, con- 
vergiert dieselbe. Ist x > 2 x, dann tritt Divergenz ein und der Rest 
wird so gross als man will. Es ist nun noch der Rest Ri zu bestimmen. 
Unter Berücksichtigung von (3.) und (4.) setzen wir als Abkürzung 






1 

a Q 

2 



dt. 



Nun sei 



/"('-')-'(• ^-s) 



1 



S = n 1 -tr"V 1 4- TT^ dl. 



Ist n > a — -, so ist S für ein positives x stets abs. < 1 
Man hat 

^~2 I — s*" 
M = V / e 2 S. Wir verwandeln 

n / (2x)" 



' »'.'=(-»'■ 



1 -2 • 3- • • n . rj^-— a) 



r(n-a + i) 
= ( — 1)" . ^^ — Y ~-, somit 



nir(i-a) 



r(n-a-|--. nw „ 
Man bekommt deshalb für Ri unter Berücksichtigung (3.) und (5.) 
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V 2'/i: X 



-(!+•) "'^G— ) 



inTT 

e s ^ S ds 



Ri = 



("+I-) 



(2x) 





/ 



V/^r(i-a)r(i+a).nI (gx^^ 



. e'['-(°+^)^] r?'s"-^-tsds. 



Da nun für n > a — — and für ein positives x S abs. < 1, also, da 



_g n+a- 

e S 



2ds = r^n-}-a + l 




e~' s" 2 sds < r ( n+a + - ), so folgt, dass 

„,..<K!4z!HL+i±!).i.._^e'[K-l)a 

Vergleichen wir die rechte Seite von (6.) mit dem allgemeinen 
Term der Summe von (4.), so sehen wir, dass derselbe nichts anderes 
ist als der folgende Term der Summe in (4.), wenn ^ = n ge- 

a 

setzt wird. Es hat die semkonvergente Reihe, welche wir für P (x) 
erhalten haben, die Eigenschaft, dass von irgend einem Gli^de an ihr 
Restbetrag absolut kleiner ist als der folgende Term der Summe selbst. 
Setzt man x=me^^, so gilt unsere Formel noch, wenn 

— 2'<r <-2-; ^^^ QWfur — ^< r<-2" 
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Eine sichere Schätzung hat man for die Funktion P(x), wenn 
< /- < TT, also in der nördlichen Haibebene, hier ist ihr Wert gut 
angebbar; in der südlichen ist dies schon weniger der Fall, am schlech- 
testen steht es mit dem Wert längs der südlichen lateralen Axe. 

a a 

Q(x) ist formell conjugiert zu V{\\ also ist der Wert dieser Funktion 
im südlichen Halbkreis gut angebbar, im nördlichen schlecht und am 
schwierigsten längs der nördlichen lateralen Axe. Hieraus folgt, dass, da 



— IäTT 



a 



iaTT 



J(x) = e 2 p(x) -f e 2 Q(x) 
ist, für die J-Function der Bezirk östlich von der lateralen Axe das 

a a 

Gültigkeitsgebiet darstellt d. h. für das Functionenpaar J(x) und Q(x) 
hat j' den Spielraum — ^ < r < "S"- 



§ 3. Berechnung der Funktion J(x) fttr ein grosses positives 

Argument mittelst der Formel 











= 1 + q^ ti =s p -f- q, --^ = -3 . Das q-Feld besteht aus zwei Blät- 

ii p 

lern, die durch eine Debergangslinie von — i bis i mit einander ver- 
bunden sind. Als oberes Blatt sei dasjenige gewählt, an dessen 
Horizont p = q ist. Wir erhalten 



JW=2|;^Je'''(pH-q)-^, \^eg-.r ( 
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Hieraus folgt: 



+/>¥[(p±a)-v(£±i)];M a.) 

Die Wege liegen nur im obern Blatt, bei — N sind beide Werte p und 
q negativ und einander gleich, ferner seien in q = i oder — i resp. 

die Ausdrücke Log -^—, Log— ^ reell verstanden. Ist q = i— — t, 

wo l positiv, so setze man ^-X-^ = c*, dann ist -^ == — ~tü. 

i c* 1 

Es ist c2-| — j = 2 -|"il, c =eT V ^> (V ^ positiv verstanden). 

c c 

c*~^* = ~ — 1 (c-| J r\~ ^"» ^^^ rechtläufig um c 

^ (u — c)( u-{r - ) herum. 

^'' = ijG-'-T),-77--T\^"' Weg rechtläufig um | 

(u+c)(u--j herum. 

WOC-t-— =.-64 t -i , (U— C) (^U + — j 



2 



= u 

in 



in / t \ 

1 — e1"\/t.u, (u -|- C) f U J 



:^ u2 — i-|-e4 \J i . u; also 

r— 2a _L r2a 8 tt 

?_±^ = 2e-'-t 



\ 1 /- 2 u-'^ (u^ - 1) 
2i7rJ (u2— l)2_itu2 ""' 



Weg eine geschlossene rechtläuflge Gurve um c und — , wobei jedoch o, 

c 
1 

— c, ausgeschlossen sind. 

c 



Ersetzt man u^ durch u, so ist 



Weg eine geschlossene rochtläufige Curve um ?-t9 und — ^4^, aus- 
geschlossen. 



— 03 - 

« . . ^sin*© P+Q 1+sin© le 

Sötzl man t= 2 ^, so ist ^-4--^ = — ^ e , 

cos© 1 cos 9 ' 

— P-f-Q 1 — sino \9 7t 

— '. = ;; — .6 , <©<--. Beide Werte zusammen 

1 cosö 2 

beschreiben die Hälfte einer Conchoide, deren Knoten in 1 und deren 
Scheitel in liegt. Der erste Wert läuft von 1 bis 2 -f- i N, der 
zweite von 1 an südlich bis (die grösste südliche Ordinate hat den 

Wert ( ^—T — \ f 1 — i i/ — — y Denkt man sich t durch einen sehr 

grossen positiven Wert begränzt, so läuft der Inlegrationsweg um das 
entsprechende Stück der Conchoidenhälfte herum. Wir erhalten nun 

i-a-ö- du 



Hm+m>2w-"-'?.'-u/-'-^ 



1) 



8i+l 



_ 2 3i(2».-3) 



^^"•J (u— if— itu 




-N 



Denn man kann die ganze positive Zahl m gross genug annehmen, 
dass m— af-— , m + a + — beide positiv werden, dass also nicht 

nur der Horizont, sondern auch der Nullpunkt dem Integral zugänglich 
wird, so dass man den letzten Inlegrationsweg in die Realitätslinie bringen 

1— V 
und u = setzen kann. Da nun 




ist, so erhält man 

;i=2m— 1 



f[m+m'M„ 



;i=2m— 1 / ^ 



~2e -. 2A 



n ] 1 -filvd— v) 




. und hat daher 



-V+i 
+^e't-("^-^i)a/l)-Y7' '-'-^'7^('-')--t ,.. 



Der zweite Term des Ausdrucks (1.) für J(x) ist diesem letzten 
Ausdruck co[\iugiert, wenn x positiv ist. 



Stellen wir daher zusammen, so folgt 



i=Bl-l / 1^ 



I I e l »-^^ i ' dvdl 

+^?-(r) «"[«-('"+»+2J-2-J- 

•S •/ l + i^vM-v-) 
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Der ResUusdruck ist, wenn x positiv, absolut kleiner als 
1 r(mFi + .)r(m+l-a) 



(y) (2xr+^ r(i +.) r (i- a) r(m+i) 

^ + 2(m-fl)x 



a^ 



er ist daher, wenn m die höchste ganze Zahl unter dem sehr 
grossen posiliven Wert von 2x bedeutet nach ungefährer Schätzung 

,,.,,. , cosa/r 4 \/2 
absolut kleiner als . — ^ 



^ me 



Führt man in der anfänglichen Formel 



J(x)=-1- fe^v ^«)ti * ^dti die Variable 
2i7r F 




in einer Conchoidenhälfle von — N — 21 durch — i von Osten her 
bis sehr nahe gegen hin, von da in der andern Conchoidenhälfte 
ostwärts herum durch den Knoten i nach — N-[-2i und substituiert 
man, um die zwei Curvenbogen darzustellen resp. 

(ß — i 

ti= lg-|-.e'^ 0<y'<?r, 

SU erhält man für die Bessel'sche Function folgenden aus reellen 
Elementen bestehenden Integralausdruck: 

"ir •. 1 r"-«^/', ^\-r , s , sinCx-a^)-). ,, 

J(xj = - j e -f (^ lg ^ j l^cos (x-a^) + — -j^-J Af. (a) 

Schreibt man in (a) — a statt a 

„ — fp , ^^ dann folgt 



J(x)= — I e ""J'jtg-^l cos(x — a^-^-BTc) 



sin(x-ay + a^),^ 
' sinf> ■ ^ 



'I 
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Aus beiden Gleichungen folgt, indem man (a) mit cotga« 

1 



(b) .- 



smaTT 
multipliziert : 



J(x)+iK(x)==-l fe-'^-^'-^tg-l-. e'^)-' (l-;i^)d^ ««) 
und folglich, da 



laTT 



P(x)«-|-e2 (j(x) + iK(x)), 



^Jl 008*^ 






§ 4. Anhang. 

Wie verhält es sich mit der Bessersehen Fanetion I. Art, 
wenn Parameter ond Argument gleichzeitig verschwinden, Jedoch 

ein endliches Yerh&ltnis beibehaltend 

Es ist dies der Fall der Kepler'schen Aufgabe. Wir betrachten 

a 

J (ax), wo X = positiv endlich 

a = positiv unendlich ist. 

Nach Form (Ai) ist J(ax) =^ 1 e2''''v "^)l~" dt 

2lytJ 

-N 




— a — a — a Log t 

Nun sei Log t = — a Log t , t =e , 

T = |- X U-i-j— Log t , also 
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5<") = jfc/"T- 




~N 



Wir verlangen nun, dass die reelle Componente der Function T 
stets negativ sein soll, ferner soll sie rasch nach Westen verlaufen, 
dass also die imaginäre Componente constant angenommen wird; wir 
werden später sehen, dass sie gleich Null ist. 

Das t-Feld werde auf das T-Feld abgebildet. Wir differ- 
enziren T und multipliziren gleich mit l, so folgt 

tT'(t) = i-x(l+l)-l. 

Dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, gibt die Verzweigungspunkte. 
Das t - Feld hat wegen Log t einen Yerzweigungspunkte im Null- 
punkt, wir beachten denselben nicht, da wir nicht bis in den Null- 
punkt gehen wollen. Es folgt nun 

i-xl t-+-— 1 = 1 



(K'+l))*— ^" 
(t(-I}J 



-^— ; drei Fälle 1) x < 1 
"^ 2) X = 1 

3) X > 1. 

1) Fall X <^ 1. -^(t ) ist reell, also sind die Lösungen auch 

reell, sie seien bezeichnet mit t = e^und t = e"'^, 
daher 



cof y , X =— -sr-. Nun sei e = 6 , e ^ = 



dann folgt co| 7* =-= — I 1- e ) = — ~ — , also x = 



cof 7- e 



2e ' 1 + €'^ 

7 



wnrm 



— dg — 

Man setze 

«• + »— .. = ^.i(.+)f-'=iT7.(^-) 

_ « (t« + 1) - (1 + C«) t _ (l- B) (€l - 1) 

Wenn wir uns auf der positiven Hälfte der Bealitätsgeraden be- 
wegen, so ist der Nenner unbedingt positiv. Der Zähler kann ge- 
schrieben werden « (t — e) 1 1 ) ; soll er also auch einen po- 
sitiven Werth haben, so muss t ausserhalb des Interwalls e bis — 

e 

liegen. 



« ± 

e 



Ist t = 0, so ist o) unendlich, 

ist t = e, so hat man ein positives Maximum, denn setzt man 

in T(t) = -^x (i J-j — Logt , t = 6, so folgt 

TW == -iq::7. • -1- -Loge = -^-p-Loge. 

^"^ y = iS« '"'8* ** = rx| ' * = ( i"E^)^' eingesetzt 

T (e) = -g Log ^^ — y = 4' y' + T ^* + ' ^®""* 

ist das Maximum bei t = e positiv. 

Ist t = 1, so ist T = 0; ist t = — , so hat T ein negatives 

Minimum, denn wenn T f — j= — T(t), so ist T^— J = — T (e), 

Ist endlich t = oo, so ist T negativ unendlich gross. Nun aber soll 
die reelle Componente von T sletsforl negativ sein, daher wählen 

wir — und lassen den Integralionsweg hier durchgehen. Die Wege 

auf den beiden Feldern geslalten sich somit folgendermassen : da 

^ = — T(cj, so wählen wir auf dem T-Feld den Werlh — T(«) 



'{ 
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2um Verrweigungspunkt und legen den Weg nach beistehender 
Figur: 



:j 



') -T<c* 



Auf dem l-felde können wir auf der Realilalsgeraden nur bis 
— gehen; wenn wir einen Funktionsbetrag wollen, der stets kleiner 



als das Minimum ist, so müssen wir bei t= — sofort nach oben 

oder unten rechtwinklig abgehen, der entsprechende Weg ist daher 
beschaffen wie in der beistehenden Figur angegeben wird, 



1 j4 » **^ heisst, der Weg ist eine Curve, 

die zu suchen ist. 

Wir setzen Logt = ß-f-i^, wo e^ der Radiusvector, ^ der Polar- 
winkel des Curvenpunktes ist. 

Nun ist t = e^ ^'^ , a'so— / 1 — J = fin (p-f- »<^)» demnach 

Dieser Ausdruck muss aber reell sein, daher muss die imaginäre 

CO? Q sin iß 
Coraponenle verschwinden, also — -^ — ^ == sein. Es folgt 

co|^ sin^ ^ 6 ^ ^ 860 ^ "^ 

Wenn ip von bis n wächst, so wird -^-ß- unendlich gross, 

dann geht q als Leitslrahl vom Werthe y bis nach dem West- 
punkt. Ersetzt man f durch — (p, so bleibt sich das Resultat gleich, 
daher ist die Curve zur Realilalsgeraden symmetrisch. Ihre Gleichung 
lautet folglich 

Berücksichligen wir nun dies beim Integral, so haben wir 

J(a\) =-^~ I ö"^(d^ + id^), dp hat in zwei entsprechenden 

^ Elementen des Weges den glei- 

chen W^ert, nicht so d^, daher 
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J(— ^1=-- — I e*^dcp=;;— ( e*^d^. Dieses Iirlegral ist, da 
^ "• y ^ es bloss nordlich laleral 

genommen wurde, zu ver- 
doppeln, somil hat man 


wo — !?- = -r^^ , T = -'-p^ COSCP — D. 

cof^- siny? cofT- ^ 

Wir setzen nun in — ^ = -r^ a.) 

cos;* sin^ 

für Q den Wert r + ^• 

Ist y:> klein 1. Ordnung, so ist, wie leicht einzusehen, der An- 
fangswerth q = t. 

Es ist cofß = cof(r+ ^) = cof^-cofcr + pttyftna 

jtttß = jttt 7- COf (T -f- COfyfttt(T 

eingesetzt, folgt für die rechte Seite von a.) 

1-e« 

= cofa + y • jtna 
a.) geht demnach über in 

cof a + y • ftna = 1 + -g- y>* + /»-) 

Ist <p klein erster Ordnung, so wird demnach 

T = — (;- — lang 7*) — z und das Integral 




•'^ d^ gehl über in ^e"'^'' 



7t 1 7t 



— aa 



'^fe-^'dr. 



a ist als sehr gross voraus gesetzt, e ist daher sehr klein und in 
tiefster Näherung hat man nach ß.) 

1 -f yff = 1 4- — ^« 

1 , 1 , 



1 
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d. h. in tiefster Schätzung ist a klein von der 2. Ordnung. Nun soll 
T in tiefster Scliätzung berechnet werden. 

T = '——- cüsy? — Q geht über in T = ^-p- cosy^ — p = y cos^ — q 

T = — (y- y) — 2 yv^ also ist- yy?» 

der Anfang der Entwicklung von z. 

In tiefster Näherung hat man daher 



* \ fl fy y"\ y y * 9* 

J(ax) = — e ^^ ^^ 1 Q 2 (j^ jjßjjn die obere Grenze darf 

fr J 

•^ oo sein. 



Nun setze man 



1 • , 2u /2 1 

1 -i 
dcp = , u 2 du und es wird 

V2ay 
7rV2ay J 





/irV'2ay V'^/ ^V'2ay 

J(ax) = — i=-e-"(^--y^ (2) 

V27ray 

Statt der hyperbolischen Functionen seien nun trigonometrische 
Functionen eingeführt : 

Da in unserm Fall x < 1 vorausgesetzt ist, so darf man x = sin© setzen, 
dann ist y = cos0, da \*4- y* = l. Nun war y = tang;-, 

1 



X = 



cofr ' 



y 1 

also — = fin ;-, -— = cof y, mithin 
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y 1+y 1 + COS0 . 



X Sin© 2 

.y 1 — y 1 — cos© , © 

X sin© ^ 2 

a 1 / «ose 0\ 

eine Formel, welche Duhamel zuerst publizirt hat. 

2) X = 1, d. h. es ist der Werth der J - Function zu untersuchen^ welche 

a als Parameter und Argument hat und wo a positiv unendlich werden solK 

Wir setzen T (l) = -i- M j - Log t, 

difTerenziren diesen Ausdruck und mullipliziren mit t, dann folgt 

Hieraus ergibt sich, dass für t»» 1 T^(t) klein zweiter Ordnung, 
also T(l) klein dritter Ordnung wird. Der Yerzweigungspunkt ist in 
diesem vorliegenden Fall ein doppelter und der Weg auf dem T - Felde 
stellt sich folgendermassen dar: 



^f^ 



-»• 



Wie ist er auf dem t- Felde? Wir setzen Log i ~ ^ -f- i^, 
dann ist wieder die imaginäre Componente von T, also 

cof ß. sin y? — ^ = 0, also T = pn ^ cos y - q. 
Substituirt man t = 1 -f- u. so folgt 

T = Y f 1 +u— YZr^J " ^^S (^ + ")» ^^l^ör hat man 

1 u 

--Ö- + -Ö-"— -3-" +^u'-+ 



2 ' 2 2 '2 

— "+Y"*-T"' + "~ , in Uefsler 

i ~~ SckätzuDff 

T = — u». 
6 



1 
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Wenn T stets negativ sein soll, muss u negativ sein, so- 
mit ist t = 1 — u zu selzen und t könnte den Nullpunkt erreichen. 
Da dies aber ausgeschlossen ist, so darf u nicht negativ sein, d. h. 



171 



I7f 



u muss mit e ^ oder e ^ multiplizirt sein. Der Integrationsweg 
stellt sich also folgendermassen in dem betrefTenden Punkte dar: 




und es führt uns auf eine Gurve von folgender Form 




Nehmen wir sowohl q als auch ^ sehr klein und entwickeln wir 

cof Q = —^ — , so folgt in tiefster Annäherung 
' ^ sm ^ 

Man wähle die positive Quadratwurzel g = — 7=^. Stellt r=e^ den Leit- 

V3 

strahl dar , so ist derselbe in tiefster Schätzung durch 1 -}- q au er- 
setzen, daher 

r=l+-^=oP. 

Es stelle AM den Bogen y> dar, 0A:=1, 

dann ist MP==-^=^,MA=V^3.MP, 

V3 ^3 

-^ daher z$ MPA = 60^, was zeigt, dass die 

Curve den Leitstrahl unter einem ^ 

von 60® durchschneidet. 




',-€1^ 
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Nun wollen wir mil Hülfe von T = ftn ^ cos f — q auch T in 
tiefsler Annäherung beslitnmen. Es ist ftn ^ = ^ -j~ 'X ?'i 

cos 9> = 1 — y 9)», 



daher folgl 

4a 



'- - ij 



^s 5 



5 j . Q ** 

e ^2 d^ Nun sei — ^ ^*= u, f)* = — ^^ — , 

3*2 





36 1 1 _i. 

23 a^ 23 36 a 3 



a 1 /»^ _1 

j(n) :^- 2 — i — r 1 ^ " '* *^ du» denn, wenn a unendlich gross 

7c ' 2^ S^ a 3^ ü ^''^^» ^® ^^^' '"^'^ *^ *'* 

•" obere Grenze selzen, daher 

lim ( a^ J(;,) \= T^- W 

a=oo)\ / ^.g'S 3'6 

Selzt man 

n=o o 

Q = 1 -f- 2^ q"'. wo q = e~'^^^ , so ist bekanntlich") 

n=l 
4 2 

r (-f^l =. —-^ Q3 ; dies in (4) substiluirl 
^ ^ 312 

Hm ( a 3 J(a) )= —^ ^ p . Q^ (5) 

(a=:oo)\ / 29" ' 3"* ' TT^ 
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3) x>- 1., a positiv unendlich. Wir gehen wieder aus von 




-N 



Leiten wir T ab, muItipHziren mil t und setzen wir das Ergebnis 
= 0, so folgt 

lT'(l) = |x(t + l]-l = 0. 

Diese Gleichung hat unter obiger Voraussetzung conjugirte Wurzeln, 
die sich wie die Werthe t und — verhalten und zum absoluten 

V 

Werth 1 gehören. Wir stellen sie dar durch e^ und e~"* , wo 

71 1 

< d < -r-; dann ist x = r-, femer 

2 cos ' 

t«— 2tcosd+l 



tT'(t): 



2t cos() 
Nun sei 
T (e"^) =1= iD, wo D r:^ tangd — d positiv, 

e~^ )= — iD, die Verzweigungspunkte des T-Feldes liegen somit 
auf der lateralen Axe in iD und — iD. Wir wählen dasjenige als 
das obere Blatt, dessen Horizont dem Werthe t = oo, als unteres 
Blatt dasjenige, dessen Horizont dem Werthe t = entspricht. Längs 
des Integrationsweges muss T=iD — V oder = — iD — V sein, 
wo V stets positiv verstanden ist. Da nun t seinen Weg ixß West- 
pankt bei — N beginnt, wo auch T negativ unendlich ist, so führe 
man T im obern Blatt von — N nach — N — iD, dann geradlinig 
nach — iD, von hier im untern Blatt nach — N — iD, dann nach 

— N-f-iD, dann geradlinig nach -{-iD und im obern Blatt nach 

— N-f-iD und endlich geradlinig n«uh — N zurück. Dieser T-Weg 
soll nun auf die t-Cbene abgebildet werden. 

Es sei Logt = ^-f-i^^. Wenn die imaginäre Componente von 
T den constanten Werth D hat, so folgt 

sina? 

— 5 coio — c^ = D = tang(J — (J als 

cosd '^ ^ ^ 
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Gleichung der nördlichen Hälfte des t-Weges und V wird zu 

„ cosc? „ 

^ cos ' ^ 

Der Punkt (p = 0, <p = ö) isl Doppelpunkt der Curve und die 
zwei Doppellangenlen stehen in demselben aufeinander senkrecht. 
Man muss den Zweig der Curve als Inlegralionsweg wählen, der von 

t = aus nach e geht, hier aus dem Einheilskreise heraustritt und 
nordwärts nach dem fernen Westpunkt hingeht, so dass also <f < rr, 
Q dagegen positiv isl. Die südliche Hälfte des Integrationsweges liegt 
zur nördlichen in Bezug auf die Realilätslinie symmetrisch d. h. also 
in zwei entsprechenden Punkten haben q und V denselben Werth. 
Schreiben wir demnach in der Südhälfte — <p statt ^, so folgt für das 
Integral 



a 
J 



a 

J 







1= — I e * sin (a D) -p + cos aD j d^. 



cosd 

Dieser Ausdruck ist streng richtig. Wenn a sehr gross ist. so 

nimmt e"*^ vom Werthe 1 aus, den dieser Ausdruck im Doppel- 
punkt (ß = 0, <p = d) hat, nach beiden Seilen hin (vorwärts und 
rückwärts) sehr rasch ab und man braucht für eine ungefähre Schätzung 
des Integrals nur den nächsten Bereich dieses Punktes in Rechnung 
zu bringen. Beispielsweise setzen wir ^ = d -(- w und denken uns 
Q wie auch lo sehr klein und beide entweder zugleich positiv oder 
zugleich negativ. Nun war die Gleichung der Curve 

sin ip co\q = {<p — (J) cos(J -|- sind. 
Sie wird zu 

sin {d -f- w) (cof p — 1) == sin(J (1 — cos w) -f-cosd (w — sin w) 
und dies gibt in tiefster Annäherung ß^^= w*. 
Wir wählen q = co. Ferner wird 

\ = Q ^ pn Q zu 

^ C0S(J' ^ 
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V= ^ — ftn^ [coscu — tangd • sin co] und in liefsler Annäherung 
V = langd . Q . ot = langd . co*. 

Das Integral geht desshalb über in 

,Jll/(s^) = i P-""«'- [™ (aD) + cos (a D)] d„ 



— oo 



J^ COS / a D — - I I e di 



-T-)/ 



\/2 cos (aD— 



— oo 

7t 



4 , 

, wo D =^ langrf — d. 



\/ TT a tang h 

Für einen sehr grossen positiven Parameter hat man annähernd 
in unserem Fall 

TT Vi 

Ist 6 nahe bei dem Werthe -tt-, so ist das Argument =viele 

2 coscJ 

Mal grösser als der Parameter a. Es sei in diesem Fall mit \ bezeichnet. 
Nun ist a tangd = xsind =- x ^ x cos*(J-f^- • • 

= X ^ a cos d -}- • • • 

und es möge dies dann selbst mit x identiQcirt^ ferner ad durch 

TV 

a-^ ersetzt werden, so geht (6.) dann über in die Poisson'sche 



Formel 



'w-v^^'»'[''-('+4-)f] <'•' 



IV. 

Ableitung der BessePschen Funktion I. Art 

nach ihrem Parameter 

und 

Untersuchung über die Wurzeln der Gleichung 

J (x) = 0. 



§ 1. Ableitang der Bessel'schen FnnktiOD I. Art nach ihrem 
Parameter^ insbesoudere für deu Fall, wo die Funktion 

yerschwindet. 

Es isl 



*^ (jl) 
j (X) = 2i (-1)^ , . V^.: 



tTo' ' i\ r(a-f-;+i) ■ 



Man selze 



= H(x), dann weiter 



oa 

R 



H(x) = Lüg— .J(x)-V(x) (1.) 

Nun ist V(\) zu berechnen. Der allgemeine Term ergibt 



(-i)^( 



und dies ist nach 



l\ ■ 5a r(a+A4-lJ 



c) d Log U 

ü 



n 



du du 




! 
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Log 



X\ r(a+AH-l) «"a °r(a+i-f 1) 

^ iir(a4-i+i) ' 

daher 

^<^) = ä ;t. r(a+^+i) (^-^ 

Setzen wir zur Abkärzung 
Qy = (x« -j^ -j- X ^ + X» — a» j y, so folgt sofort 

aH(x) = 2aJ(x) (3.) 

Es ist nach (1.) 

V(x)= Log -|- . J(x) - H(x). 

Wir berechnen O V (x) • 

□ V(x) = D ( Log y . J(x) ) - D m 

Setzt man 

"ä^" az'^ dx* "^''5x~*dx\^'' Bx)~ ar ' 

B a 



a» /, X « ,\ , X a»j(x) , „aj(x) 

-^(Log-.J(x) j = Log-. -^+2-^; 

a 

diesem Beirag ist noch beizufügen (\^ — a') J(x), dann hat man 

a 

Log|.Dj(^)+2^=n(Log|.i(x)V 



= 

daher 



a 

n(LogA.j'(x)^ = 2x^^-^l. (4.) 
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Aus (3.) und (4.) folgt 



nV(x)=:2x^-2aJ(x) 

= 2|x-^ 3|J(x) da aber 

I X -r a I J(x) = — X J(x), so ergibt sich 

a a+l 

□ Y(x) = -2xJ(x). (5.) 

Im Weitern wollen wir 

8 a a R 

J(x) . □ Y(x). — V(x) . □ J(x) untersuchen. 

Wir fassen die entsprechenden Glieder der linken Seite zu- 
sammen : 

a Qiy a 3*J(x) ö /■ 5V{x) * öJ(x) 

^^^^ ~W ~ ^^^^ • dX^ "^ dX V^^^ ' ~~dX ^'^^^ ~SX~ 



a a 



=4K*''^-^«^)]- 



) 



Da 



J(x) (x« — a«) V(x) — Y(x) (x« - a«) J(x) = 0, 
so folgt, dass links bloss der Ausdruck a.) bleibt und rechts erhält 



.[, (;„ . iM _ j„!Ä)] = _ 2 i(,) %t ., ,„.) 



man, weil □ J(x) = 0, unter Berücksichtigung von (5.) den Werlh 

a a+1 

— 2x J(x) J(x), daher 

a a 

a ■ 

ebenso 

Aus (6.) folgt 

>[;;.) *V(>) _ ;-(.)i|l] = - 2 pwli.) du (8.) 
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Aus 
(^x^-a jJ(x) =-xJ(x), folgt 

— X ^^ ' saa X J(x) — a J(x), dahop 

* V^^^ ~är^ ~ ^'^^""äT'j "" ^ ^^^ ~ä^c — ^"^ W^^ JW- a J(x);, 

= J(x) Ix ^ - a V(x) ) + X J(x) V(x). 

ß') 

Verwandeln wir auch die rechte Seite von (8.). 



a 



a+l d J(i) a • 

— J(i) = —1^ — - J(t) , also rechte Seite von (8.) 



= 2 r mm - 2a r (J(l))*y = (J(x)) -2a C (j(t))* j, y.) 

daher nach /9.) und /.) 
J(x) (x^-aV(x)) + xl(x) V(x)= (j(x)) -2a f (j(l)) j.(9.) 



a 



j(? sei eine positive Zahl, welche der Gleichung J(x) = genügt. 
Dass es solche Zahlen gibt, sehen wir aus der Gleichung 



V. / 2 

J(x) = V/ — sin X. Setzt 

V ^^ 



man hier x =7r , 2 tt, 3/r, •■ • •, so ver- 

chwindet für diese Werthe die rechte Seite. 
Ersetzt man in (9) \ durch ß, so folgt 
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ß%)m = - 2a r (j'd))' ■^. Es war 
H(x) = Logy .J(x) - V(x), also 

kß) = - W) 

2a ^ 



f (W ^, 



^0*) = — -T+r 1 M(l); -T-, daher 

«=H(,)=^^^J(o^^ 00.) 

ß Jißu 

Es sei /9 als Funktion des Parameters a aufgefasst. Es ist 

d J(x) = ^' dx H r^-^ da, 

^ '^ d\ ' ca 

a » . •+; 



J(x)-'j(x)\ dx + H(x) da. 



x = ß gesetzt, folgt 
= -%d/9 + H(/9).da, 

'^ - ^^l daher 



da «+i 



da 



i»('W) i/ 



Dieser Ausdruck ist stels positiv. Wenn daher der Parameter 
von aus stetig wächst, so nimmt der Werlh der bezüglichen Wurzel 

B 

von J(x) = stetig zu. In der That kann man (11.) bis auf lim a = 
hinunter verfolgen. Es ist 



1 ' 



(* \2 dt 
j(l) \ — = r^\^ i\^ • 2at 4- Terme in t"" ' "dt , welche 



2a-l . _ .2a4-l 

_ . V a 1 

r(l+a) 



mit a multiplizirt sind, u. s. w., 
daher ist 



//? / a \2 dt V 2 / 

/ j (l) I = _^ Y V + Terme mit a multiplizirt. 
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Dies wird für a = zu 1, daher / \ f = 

\^a = Oy da 



(j (ß) J 



§ 2. Relation zwischen Besserschen Funktionen I. Art desselben 
Parameters nnd proportionalen Argumenten und ihren 

Ableitungen. 



Die Differentialgleichung für J(x) = y lautet 
□ y = ( X* -z-^ 4" ^ 37 + ^* — a* ) y = 0. Wir formen sie um : 



d\- 



ex 



1 ^ d d d^ d / d 

7 = Logx , dy = — dx, -— -=- X--, — -~ = x-r- I x-r- 
^' o ' A \ ' dx dx' dx' dx l dx 



(^i) 



, d« d 



dx* 



dx 



daher lautet die neue Form der Difl'erentialgleichung 
d«J(x) 



D) 



dx 



2 



+ (x*— a*)J(x) — 0. 



(1.) 



In (1.) ersetzen wir zuerst x durch ax, dann durch ji\. 



d*J(«x) 
dx* 



+ (a«x»— a«)J(ax) — 



a 



a 



dx' 
und dann addiert folgt 



multipliziert mit — i{li^) 



. I- J(«x) 



J(«x) 



d» Jfi^x) 
dx" 



a 



a 



- iU^) 



d»J(ax) 



R a 



.i(;,.,) UM _ i ^.) 



dx* 
dJ(ax) 

• — ■ I I ■ !■ . I 

d 



-f (i^^ - a«) \« J (ax) Siii\) =-- 



a 



4- (,i*-a*) x* J(ax) JG^fx) =- 0. 



Nun werde wieder statt -^ eingeführt x — , so folgt 



I r /« . dJQJx) 
-[x(^J(ax)-^ 



JG^fx) . - 



d^J(«x)\"l 

• (ix ;j 



a 



I- (.y2_a2)x2j(«x)J(^^x) 

8 



.Vj 



— lU — 



r." 



r^: 



4 



daher 



l J(al) Jl 



a a 



i« — «' 



folgt 



Die Formel ist gültig, wenn a > — 1. 
Unter Berücksichtigung von 

^x-^-ajJ(x)=-x J(x) und «x -^ 
jx-, aJJ(ofx)= — axJ(ax), daher 



- X A 



^ a a a+1 

x-^- J(«x) = a J(ax) — a\ J(«x), analog 



ex 



X 1^: jVx) == a J(,^x) - M;:?x). 

Die reclile Seite von (2.) ist daher so zu verwandeln: 

I 



a 



I n 



. (I J («x) 

dx 



a 



»4-1 



a 



.'Li 



u 



JCix) 



a+1 



J(ox) • a J(ax) — axJ(x) 



daher wird (2.) zu 



a 



a-fl i 

J(ax) • — a J(ax) | 



r* a a 

tJ(al)J(, 





m dl 



' -Iß J(ax) J(,:?x) - a J(,:?x) J{ox) 



/;;•->— a- 



(3.) 



Wir wollen nun, ausgehend von (2.), den Grenzfall untersuchen, 
in welchem ß -= a wird, ß'^ — a- - - (ß -\- a) (ß — a), somit geht 



r> über in 



. Fassen wir die unendlich kleine Grösse 



//" — er ^ " 2a (jj — u) 

ß — a als DifTerenlial auf und bedenken wir, dass 
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^="V). 



a 



'-^.ß-ym. 



^W=y-^, also 

aj(/yx) X di(ß\) ^ 



^ -,80 folgt, dass der 2^ Term 



auf der rechten Seile von 



(2.), nämlich 

X J/^ , öJ(ax)... ... X öJ(/?x) aj(«x) 

J(/Jx) — ^ — ^übergeht m — - '^ ^ 



ß* — a* ^ ' dx * 2a dß 3x 

^U^JM). m.) 

~ 2a*\ dx J 

Der 1*^ Term hingegen 



X «, , dJißx) 



— J(«x) — ä^— geht über in 



fi'—a* '^'~' öx 

X :, , 5 /aj(/?x)\ X • . Ö /xöJ(a 

2a ^ ' 3x \ ö,^ / 2a ^ ^ d x \a d\ 



X)' 



1 » d / d *■ \ 



a 



Nach der Differentialgleichung (1.) ist aber 

a 

— p4-^ = — («* x« — a«) J (a x) , 

1^2 y^i 3« •» ^2 

somit wird n.) zu — ^—^ — (^J(ax)j. p.) 
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Die rechte Seite von (2.) wird daher, wena m.) und p.) zu. 
sammengefasst werden, zu 

Setzen wir in (2.) auch links [i=^a, so hat man 
/:(j(«t)/dt = ^}(x%-^)V(««x^-a*) (J(ax)/} (4.) 
Die rechte Seite von (4.) lässt sich auch so darstellen 

r(i<-)/+^lG%')-a-(j.«»y 



X 



X 



2 a 2 i y a-fl a-l x 



X 

~2 ^ ^" ^/ • 2 

2 /a n2 v2a— l a+1 



(*.) 



(5.) 



= Y ^^ («x)>' — Y J (ax) . J (ax) , daher 

r* /a .2 x2 r .a v2 a-l a+1 T 

t(j(at))dt=- (j(«x))-J(«x)J(ax) 

Nehmen wir an, es seien a u. ß zwei verschiedene Wurzeln der 

a 

Gleichung J (x) = 0, so folgt aus (3.) wenn x = 1 
rtJ(at)H^t)dl = ü. (6) 



/ 



Aus (5.) folgt 



1 /a 



l a-l ii-f 1 



t (J (at) ) d t = — - J (a) J (a) , aber 



aus 



a-fl a— 1 2a* 

J (x) + J(x) J (x) = folgt, wenn x = « 

a-j-l a-l 

- J (a) z=: -|- J (of) j daher 

i-l v2 



rt(j(«i)ydt=iCj(a))' 

*0 



(7.) 



Mittelst (6.) und (7.) kann man die CoefT. der Entwicklung bestimmen. 
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§ 3. lieber die Warzeln der Gleichung J (x) = 0. 

Bei der Untersuchung der Frage des Verschwindens der Bessel- 
schen Funktion !. Art mit positivem Argument, beantworten wir zuerst 

die Frage: Hat die Gleichung [-1 J(x) Doppelwurzeln und wann? 




(-1) 



k 



(t; 



^— o' '^X!r(a+/fl) r(a + l) l.r(a+2) 

4 



X 



^1-2 r(a+3) ^ 
Soli diese Gleichung durch x = erfüllt werden, so muss 

verschwinden, also a gleich einer negativen ganzen Zahl 



r(a+l) 
— n werden. Schliessen wir daher den Fall x = zuerst aus, so 



folgt aus I X ^ a I J (x) = — x J (x), 



d\ X ^ ^ ^ ^ 



Mulliplizierl man beide Seiten mit ( — ) , so erhält man 



X --* 



[4?-'-i5<«>]=-(ir'*^'- <'•> 






X - 



=(ri%^-iH (^•) 



Aus (1.) und (2.) folgt 



Ä[ar''^-a)'"''« 






Wenn die Gleichung ( — 1 J(x) = Doppelwurzeln hat, dann 

muss die Ableitung derselben nach x verschwinden, daher sind dann 
zwei Fälle denkbar: 

1.) X = 

a a-fl 

2.) J(x) = 0; J (x) = 0. 



V t^JCT^^ 
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Nun aber war vorausgesetzt, dass x nicht = sein dürfe, so- 

a a-fl 

mit bleibt noch J {\) = 0, J (x) = 0. Hieraus geht aber mittelst der 

•—1 aH 1 2a * 
Gleichung J (x) -f- ' W J(x) = und der analog gebildeten 

• . *+2 2 (a 4- 1) »+i 

J(x)+ J (X) - f-^?Jli^ J (x) = 

a+2 a+S 

hervor, dass auch J (x) = 0, in gleicher Weise verschwänden J (x), 
J (x), Es ist aber -^— J(x) = — J(x) — J (x), daher 

a 

wäre auch ^ = und alle Ableitungen der J - Funktion ver- 
schwinden der Reihe nach, wie folgende Betrachtung zeigt. 

Multipliziert man (3.) links und rechts mit — , so hat man 

Setzt man den Klammerausdruck ( — ) J(x) = F f a, — J 

X* 5 2 d 

F(a, — t) = — F(a + 1, — l), ebenso 



dl 
^Ü^p^^ --1^ F(a + 1, -0 =+ F(a + 2, - l) 

8> F (a, — t) n»B./,_LQ ^ 
^ = (—1) r (a -f 3, — l) 



n a^ F (a, — t) 



F(a4-n,-t) = (-l) 



dV^ 



Wenn aber sämtliche Ableitungen der Funktion F (a, — t) 
verschwinden, dann ist F (a, — t) keine Funktion mehr, sondern 

ft a+l 

eine Conslante. Die Annahme J (x) = 0, J (x) = führt somit zu 
einem ganz widersinnigen Resultat. Daher ist es ausgeschlossen, dass 
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a 

J (r) und die Ableitungen für irgend einen andern Werl von .r misser 

X ==. verschwinden, Ist aber x =- 0, so folgt aus = 0, 

1 (a -J-l) 

dajjs der Parameter a die Werte — 1, — 2, — 3 — n an- 

J j 7 

nehmen muss. Nun weiss man, dass 

T(X) = (- 1)" i{K), 

man hat desshalb stall I - I J (x) = den Ausdruck 

(i)"Tw = (-ir(iy"(|-f;(x)=^o. 

Im unterklammerlen Ausdruck kann man \-" als Faktor abson- 
dern, es folgt daher x-° =:^ 0, d.h. es fallen 2n Wurzeln mit der 
Wurzel X = zusammen. 

Nimmt man demnach den Fall aus. in welchem der Parameter 
a eine negative ganze Zahl ist. so hat die Gleichung 

'j(x) = 



X ^ ** 



,2 
niemals eine Doppelwurzel . 

Wenn der Parameter a reell ist, so sind die Wurzeln der 
Gleichung 



(i 



^ ,2 



a 



(^) 







2/ ^^ r(a+l) l.r(a 1-2)^1. 2. r(a + ^<) ^ 

paarweise entgegengesetzt, wenn imaginäre daruntcM* sind, so sind sie 
paarweise conjugiert. Die Gleichungen 



- i'/ X 2 sinx 

J(x) = --.- = 0, 

und 



¥) 



1 
X \ - ~~j'\ . cos X 



2' 'W-V..--'"' 
Iiaben nur reelle Wurzeln, jene die Reihe 

2yf, — >r, ji. 2.V . . . . , diese die Reihe 
"2 ' ~ 2 ' 2 ' 2 



• • • • 



• • • 
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So lange als nun der Parameter a von — oder-f--— aus 

^ 2*2 

reelle Werte durchlduft^ ohne eine negative ganze Zahl, also zunächst 
ohne — 1 zu passieren, kann eine isolierte Wurzel nicht aus der 
Realität heraustreten, denn sonst träte sie auf einmal doppelt auf, 
weil imaginäre Wurzeln paarweise conjugiert sind^ Der Übergang aus 
der Realität in das Imaginäre kann nur dann stattßnden, wenn zwei 
reelle Wurzein sich vereinigen, um nachher in zwei conjugierte aus- 
einander zu gehen» Das ist hier nur für eine Wurzel möglich, 
also zunächst bei a= — 1. 

Sei a =^ — 1 + ß, £ positiv und zum Verschwinden bestimmt; 
dann hat man 

2/ ^^ '~ r{e) 1 . r(i-fs) ^1 .2"r(2+e) \ ■■■• 

lii«(a = — 1) liin(t = ü) 

i y I , ._ 1 (±)'+ _i_ ( i V !_ 11.)'+ ... I 

2/| 2\2/^2^3\2/ 2^3^4V2/^ ( 

und erkennt, dass, wenn a abnehmend durch — 1 hindurch geht, zwei 
entgegengesetzte reelle Wurzeln sich in vereinigen und dann late- 

7C 7t 

ral und entgegengesetzt d. h. mit Phase — , — — auseinanderlreten. 

Die Gleichung behält zwei laterale und entgegengesetzte Wurzeln, 
während a von — 1 gegen — 2 hingeht. Hier nähern sich die zwei 
lateralen und noch zwei reelle Wurzeln dem Nullwerte und vereinigen 
sich darin, um nachher, wenn a unter — 2 gesunken ist, in vier com- 
plexe Wurzeln auseinander zu gehen, deren Phasen im Augenblick 

ihrer Entstehung-—, -— , -— , — sind. 

4 4 4 4 

So lange als der Parameter a reell und grösser als —1 ist, hal 
_ j J (\) .- nur reelle Wurzeln. 

Dieses Ergebnis folgt auch aus Gleichung (6.) pag. 116. Denn 

wären a, /*/ zwei conjugierte Wurzeln, so wären auch J(«t), l(ßi) 
conjugiert, ihr Produkt wäre positiv, das Integral hätte nur positive 
Kiemente und könnte nicht Null sein. 
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Man belractite nun die zwei Gleichungen 
Ix^ + a + lj J (x) = xJ(x). 



a) 



»a 



Die erste zeigt, dass da, wo die Funktion I -^1 J(x) ein Maximum 

a+l 

hat, J (\) wachsend durcli geht, und die zweite zeigt, dass dann 
J (x) == -^ J (x) positiv ist, also ist auch jenes Maximum positiv. Er- 
setzt man die drei Worte: Maximum, wachsend, positiv durch Jfim'mu?/)^ 
abnehmend, negativ, so erkennt man, dass wenn x von an positive 



-»a 



Werte durchläuft, alle Maxima der Funktion f — j J(x) positiv, alle 
Minima dagegen negativ sind. Zwischen zwei unmittelbar auf einander 



a 



( 



folgenden positiven Wurzeln der Gleichung J (x) = kann daher ent- 
weder nur ein Maximum oder nur ein Minimum der Funktion 

-*a 

J (x) liegen, liegt folglich eine und nur eine Wurzel der 

£j J 

Gleichung J (x) = 0. Umgekehrt, zwischen je zwei unmittelbar auf- 

a+l 

einander folgenden Wurzeln der Gleichung J (x) == liegt immer 

a 

eine und nur eine Wurzel der Gleichung J(x) = 0. Wenn a reell 

/x\"*« 
und grösser als — 1. so beginnt die Funktion ( — 1 J(x) in x = 

mit dem positiven ^^' ^''^^ T^rxTi » ^^^^^ ^*^^® J^ ^" wachsen, durch 

und erreicht dann ihr erstes Minimum. Die Reihe der abwech- 
selnden Maxima und Minima beginnt also mit einem Minimum. Dar- 
aus folgt: 



— a 



X \ * . . . Maximum 



Wenn die Funktion \-^] J (x) ein 
" * ' Wachsen 



Minimum 



erreicht hat, so ist 



— ) J(x) noch im 



Maximum 
Minimum 



Abnehmen 
erreichen. 



begriffen, wird also später sein 
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Zwischen zwei unmillelbar auf einander folgenden positiven 



a 



Wurzeln der Gleichung J (x) = Irifft man also, dem wachsenden 

a+l 

Argument folgend, zuerst die Wurzel der Gleichung J (x) = 0, dann 

a— 1 

diejenige der Gleichung J (x) = 0. Bedeuten 

a-l 

öl «2 «3 die positiven Wurzeln der Gleichung J (x) = 0, 

a 

ßi ß2 ß'6 die positiven Wurzeln der Gleichung J (x) == 0. 

a|-l 

Yi Y2 TS die positiven Wurzeln der Gleichung J (x) = 0, 

so folgen sich die Grössen in nachstehender Weise: 



< Cfi < /^l < yi < «2 < /^2 < y2 < «3 < /^3 < 

< «n < ßii < rn < «n+1 < • • • • 

Wir hatten J (x) ==- i / -^^ cos Ix — ( ^"^ + »; ) ~^" 1 ""^ setzen 

Welchen Zeiger hat nun die Wurzel ß1 

Für a = — , folgt X = N 7t, somit haben wir es mit der N^*^" Wurzel 

1 



-TV« 



der Gleichung (^| " J (x) = i / .__ sin x zu Ihun und man darf 



2, 

— a 

/...r . 1 \ TT . ,. .....,„ , . ,.. . . / X ^ 

X 



= f 2N-f a— M -^als die N*« Wurzel der Gleichung (-|-j J(x)=0 
bezeichnen. Setzen wir daher 

a 

SO ist dies die n^*' positive Wurzel der Gleichung J (x) = 0, wenn 
der Zeiger n sehr gross ist, 



V. 

Entwicklung einer Funktion nach BessePschen 
Funktionen desselben Parameters. 



§ 1. Beispiel einer Entwicldang naeh Bessel'sehen Funktionen 

desselben Parameters. 



Denken wir uns folgenden Integrationsweg: 




Ä+iB 

I 



^ ßs^-i 



A = (2N + a+y) 



7t 
2 



Ä-~-%B 



wo N eine zum Unendlich werden be- 



stimmte positive ganze Zahl bedeutet, B werde ebenfalls zuletzt oo 
gross. Die Integrationsvariable t durchlaufe die laterale Axe von iB bis 
gegen Null, umgehe o östlich in einem kleinen rückläuflgen Halb- 
kreise und setze den Weg auf der lateralen Axe bis zum Punkte 
— iB fort, von hier gehe t gerade nach A — iB, dann gerade nach 
A-j-iB und schliesslich gerade nach i B. Der Weg umschliesse die 
Pole fii ßz ' ' ' ' ßs> welche logarithmische Pole werden, und es sei 
folgendes Integral aufgestellt: 



■". ■ w • ▼ I 
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- - r 



^>di. 



Denkl man sich l = .:^ -{- w gesetzt, so folgt aus der Relation 

> j J(i) = Y J a) - J (i), 

dass der Nenner im Inlegrand die Furm haben niuss — J (l) ■ co, wir 
haben daher in der Nähe eines Poles .i 



1 r f(^'_ dw_ f(,:f) 



Wir setzen nun folgende Funktion — — - als Integrand und beabsich- 

m 

tigen das Integral so einzurichten, dass es längs des obern Randes, 
wenn N unendlich gross wird, verschwindet. Die obige Funktion 
wird hiebei 



l cos (xt - - c) 






Setzt man Vv^"!"^) '~ ^' ^^ ^^'^^ 



ixl— ic — ixi+ic 

1 e -}- e 



./ it-ic — it+ic 

V^ e + e 
In diesem Bruch ist nur die positive Componente zu berück- 
sichtigen. Setzt man t = iB -f- <p, so wird — it -f->^ = ß — i<p-\-\c 
und da der Bruch sich auf 

— ixt + ic 
e ita-x) -B (l-x) 4- i (l-x)^ 

— -. --7— =0 ^^ e 

e 

reduziert, so folgt, dass unter der Voraussetzung 1 — x abs. positiv, 
X abs. <; 1, also o <; x < 1 das Integral jenes Ausdrucks längs des 
Nordrands, also von A -j- iB bis iB, verschwindet. Was nun den 
Wert des Integrals auf der lateralen Axe betrifTt, so sind hier ein- 
zelne Elemente des Integrals nur dann entgegengesetzt, wenn die zu 
integrierende Funktion eine ungerade ist, nur in diesem Fall ist es 
möglich, dass das Integral von iB bis — IB verschwindet. 
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Wir setzen noch einen neuen Pol y hin, welcher nicht mit 
einem der Wurzelwerle i^i zusammenfallen soll und bilden 

a 



1 C 1 J(xt) 



2t 
multiplizieren wir noch mit —j—, so erhalten wir den Ausdruck 

^ (^^^ dl. 



^ 1 r 2t j< 

- 2i^ J t«-^2 5 



(l) 

Der Wert dieses Integrals ist von iß bis — iB gleich o, denn auch 
der Nullpunkt macht keine Schwierigkeiten mehr. Wenn also o < x <; 1, 
so fallen die Integra lionswerte nördlich und südlich von A -{- iB nach 
iB und — iB nach A-— iB, sowie von iB nach — iB weg. Das Integral 
erstreckt sich also bloss noch über A — iB bis A -(- iB. Den zwei 
gefahrlichen Punkten p?N und p?N+i weichen wir dadurch aus, dass wir 
zwischen /% und /^n+i hindurchgehen, wie es in der Figur auch an- 
gedeutet ist und da 



2 
/*N+i = (sN + a + Y ) ^, so ist in der Thal 

A =(2N-,-a+i-)f. 

Wir haben daher unter Berücksichtigung des angeführten 
^ 1 r» 2t 1 cos(xt — c) ^. 

ö = I • — Tiz:- dl. 

2i7r J t*~ f \/\ cos (t — c) 

— B 

Man setze t = A -f- 1 x ; in der Differenz t* — y^ kann, weil t 

sehr gross ist, y weggelassen werden, so dass 

2t 2idy 

-^ 5 dt übergeht in , , . , also 

g_ 1 /•» cos [x(A + ix) — c] dx 






cos(A + ix — c) A + ix 

-B 

Das Argument des Nenners wird 

= N»r-f ix, 

N 

somit ist cos (NVr -f- 'x) = (—1) ^^] X- 
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Was das Argument im Zähler (x (A-f-i^) — c) anbetrifft, so 
wird, wenn x = 1 — (1 — x) gesetzt wird, 

X A-f- ix;C — = A — c — A(l — x) -f- ixx 

= Ntt — A (1 — x) -f- i^x 
somit wird der Zähler zu 

(- l)^ cos [— A (l - X) -{- ix;f] = (- 1)^ cos [i (xx + iA (1 — x))] 

= (-lf cof [xx + iA(l-x)]. 
Daher, wenn eingesetzt wird, 

S = -1^ P_l_ . cof [ xy + JA (1-x)] ^^ 

— B 

in 1 -j- I ^^^ setzen im 1^° Teil 

-B _B V 

— X statt X tind zugleich B = oo, dann folgt 

S_ J_ /^~| cot[xx + iA(l-x)] , cof[xx-iA(l-x)]l ix 



Ai-i'z A-ix 





cofx. 



Man teile nun den Weg in < x < Log A und 

Log A < X < oo. 
Weil cof (a -f- ib) . cof (a — ib) = [cof a . cos b -{- i ftn a sin b] 

[cof a . cos b — i ftn a . sin b] 
= cof* a (1 — sin* b) -f- fin* a . sin* b 
== cof* a — sin* b (cof* a — jtn* a) 
= cof* a — sin* b, so ist 
cof (a -\~ ib) cof (a — ib) < cof* a, daher 

mod. cof (a -f" **)) < ^^] 3. In gleicher Weise ist 
mod. cof [xx + i (1 — x) A] < cof (xx) < cof x» also 

/I>ogA /^LogA 2 Loff A 

abs < j — dx = 2 — ^ — , was für A = c» verschwindet« 

*0 

Im Intervall Log A < x hat man 



S 



1 I -(i-»);r / e , e \ , 

=wi4,/ [t+w + ^^Y'- 



2 
Der Klammerausdruck ist absolut kleiner als -— und 

A 



/ 



oo -(l-x> 

-u-»^/ . A 

e dv = — , 

^' 1— x ' 

Log A • 
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2 



der ganze Wert von S ist daher absolut kleiner als ,_ ^ 

und verschwindet ffir A = oo. Demnach ist S = o, wenn 7- positiv 

ist; S = — ( — ) , wenn y = 0, alles immer unter der Voraussetzung, 

dass X und 1 — x angebbar positiv sind. 
Wir iiaben daher 

Hm 1 r 21 J(xt) 

Weg eine rechtlaufige geschlossene Curvc um yßi ß2 .. /?N. 

„. 1 r 2_ j(xi) / x_y 

Weg eine rechtlaufige geschlosseue Curve um ßi ß2 . . . /Sn. 

Wir wollen den Weg bei 1.) in lauter kleine rechtläufige Kreise 
um jeden der Pole ßv ß^ - - - ^ ßs und um y verwandeln. Zuerst 
liat man 

1 r 2t J(xt) ^. 1 r 2t J(xt) dt J(yx) 

2i-Ji*-r^ j(t) 2i.rjt + r 5(^) i-r )^^^ 

W^eg eine rechtiäulige Weg eine rechtlaufige 

geschlossene Curvc um y. geschlossene Curvc um y. 

Nun soll eine der Wurzeln ß umschlossen werden. 

Es ist -^ T J (0 - J (0, i^^l t= /^. 

daher, wenn l = j? -f~ '" gesetzt wird, so hat man 

J 0? + w) = -'j (^) . w -f- . 



1 r 2t 

2i7r J t»— r* ■ 





a 



J{xl) . 

dco = 



so folgt y(ß) — - 


«+1 


man 




. . , somit folgt 




J(xl) 


dco 



«H-l — «+1 10 

— i(ß)co-\-... —H(i)-j-.. 



a 



2,*? JO^x) 



f-f «t^ 



i (i-i) 
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Man hal deshalb im Ganzen 

/a a 11 = 00 a 

2t J(xO JO;x) _ "^ 2,tfn JI0:U2 

'^ J(l) J(;^) 1^ '^- ^ J0^„) 

Weg eine geschlossene rechlläufige Curvc um ;-, /ii, /i2, . . . /?n. 



Da nun die linke Seite gleich ist, so ergiebl sich 

a n = cx) a 

Convorgierl diese Summe? ^i sei sehr gross, so ist 



a 






JO^fe) = V/ — • -7= • -^= • cos (,^x— c) 

'^ V,tf Vx 



' ^''^=\/"^ • ;7^ • '" ('' - •^ - f ) -^' sj-l • ;7^ "" ^-^>' 



a+1 

r-?\ = 4 / _r_ . ^„„ ^ _ _ 

\/;:^ \ 2 J \ 7C \J^i 

daher 

a 

J(/:?x) 1 cos {z8—c) 

Erinnert man sich daran, dass 



ßn = (2n + a-yj^,c=U-j- 



TT 



2/ 2 ' 

so sieht man, dass die Summe auf der rechten Seite bei (3.) conver- 
giert wie 



n = oo 

1 



- ^os (n^ -f- «). 

n = i n 

Diese Summe convergiert aber, wenn < f < 27r, d. h. unsere 
Formel (3.) gilt, wenn < x < 1, die Grenzen dürfen nicht erreicht 
werden. 

Ist in Formel (2.) i = ß, so folgt 

n= 00 

• 2 JG:?„x) 



2 



~ ''""JW 



= — X* , also 



n =^ 00 

a 






2 ?- ^-0="-» ■ (4.) 



n— ^1 /■'n n 
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Um die Coavergenz zu stärken, ziehen wir (4.) von (3.) ab 

Diese Reihe convergierl auch, wenn x gegen 1 hin rückt, eben- 
so für X = 0, wenn a < — • 

Nun soll (5.) nach y abgeleitet werden. Nach der Formel 

\ a a+1 

--a J(x) = — X J(x) folgt 



ax 



— a )J(yx) = — yx J (^x). 



■ öx 

Operieren wir mit dieser Formel auf beide Seiten von (5.), dann 
folgt : 



a-fl ;^:^ a+1 



a ^™ ft a_^2 »4-1 V"-; 






Setzt man x = 1 und schreibt dann x statt /-, so folgt 

J (X) >•. 2x 



J(x) "^' '*" ^ 



(«.) 



a 

5 J fx) a *^ "^^ 

Aus — —^ J (x) = — J (x) ergibt sich 

ax X 

a a+l 

1 ÖJ(x) , a , J(x) _ 
^ ^ -i = -j ^^^ oder 



" ^X « 

J(x) '''' " J(x) 

a4-l a 

J (x) _ a d Log J (x) 

» , "" X ax 

J(x) 
und durch Vergleichung mit («.) finden wir 

n=oo 



2 



a 



2x a r) Log J(x) 



.2 2 



(7.) 



— 2X d ßn — '^ 

Da -^ = :ä~ '^^^ ^> — j ^^ erhält man, wenn beide Seiten 

mit dx multipliziert und integriert werden 

9 



.^^ 



— 130 — 

Log J(«) = a Log ^ + C + j^ Log 
Um C zu bestimmen, setze man 

(--)■ 

folgt aus (ß.) C=— Log r(a4-l), somit 

Log jV) = a Log -5- - Log r (a + 1) + j^ 
und wenn zur Exponentiaifunlition übergegangei 



!(«) = 



OTa-4 



Die Entwicklung beider Seiten der Gleicht 



den Potenzen von x gibt 



2a=, 



S f'^ 4(a+l)' S /j; 16(a+l)'( 

"2 ->- = ^ 

S fi^ 32(a+l)'(a+2)(a+3) 

"V J_ 5a + 1 1 

S' ^, ~256(a-|-l)'(a+2)'(a|-3)(a+4) 

^ Jl 7a + 19 

S ^~ 2'("+l)>(a+2)'(a+3Ha+4)Ca+ 

Eine Probe Tür diese Ausdrücke gibt de 
Man hat 

%)= \J-^cos^, i(x) = y^sinx,JCx} = 

2/V=tI^=s"— '«» = ; 

0-1 l*.-" J(s) 
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hieraus folgt 



1 22n-l 



2 1 22"-^ 



.l^lin'^ (2n)! 

wo ßn die Werte tt, 27r, 3yt, 47r durchläuft. In der That 

1 
stimmen obige Ausdrücke für a =^ — mit den Bernoulli'schen Zahlen 

Bi = y, ß2 = — , Ba = — , B4 = — , Bö = ^-^ u. s. w. überein. 



§ 2. Entwicklung einer arbiträren Funktion nach Bessel'schen 
Funktionen desselben Parameters, deren Argumente mit den 

a 

positiven Wurzeln der Gleichung J (x) = proportional sind. 

A=oo 

2 a 

Aa J ißx ^)» WO J (ß^) = 0. (1.) 

Man multipliziere den allgemeinen Term der Summe (1.) mit 

a 
X J (^^nX) dx 

und integriere von bis 1, dann folgt 

A, TxJOi^^x) JUx)dx 


als allgemeiner Term. 

Von allen Termen der Summe rechts bleibt bloss ein einziger 
bestehen, nämlich derjenige für ^ = n, also 

:{j(ßnx)) dx=--U(/^n); (a.) 



j 



1 /"+^ 





iJißni) f(t)dt=An-2-( J(.«) , 

wo links t für x geschrieben wurde. Hieraus folgt: 

^-= ,n+i^ .2 - r l JVu t) f(t) dt. 
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Diesen Wert in (1.) subsüluiert, giebt 

n= oo 

a a 

t) f(0 

und jetzt fragl es sich, unter welcher Bedingung diese Gleichung 
richtig sei. 

Wenn N eine sehr grosse positive ganze Zahl bedeutet, so 
setze man 

i%x)) 

und zur Abkürzung sei 






2 J(Mi(Äi 

'=^ ( J(/n)) 



T=^2 „^t -^, (la.) 



=.r 



dann ist S= tf(t)T(lt. 

*o 

Nun ist der Grenzwert von S zu suchen, wenn N gegen oo 
hingeht. 

Sei ( * ~l" ~5" ) ^ = ^> ^^^^ ^^^ ^^^ ^^^ ^^^^ grosses x 

J(x) =*i / — cos(x— c), ferner ist 



kßx x)= \Jj^ cos {ßj,X — c), 



a 



V ^^ßx t 



J(/«-il) = y;;^cosO»;it-c), 



daher ist der allgemeine Term der Summe T 



= v/3:r"Sin(iC^A — c), 
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2 cos (ßi l — c) cos (ß^ X — c) 



Dieser Nenner kann gleich 1 gesetzt werden, daher bleibt noch 
2 
-7^ cos {ßii — c) cos (/?;l ^ — c) ^' h. 

yix 

ein allgemeiner Term von der Form cos (n^ -}" ^) "^^ T ist eine 
Summe, die sich verhält wie 




cos (n^ -|-a), 

deren Wert demnach oscilliert. Es ist daher nicht gleichgüllig, wo 
dieselbe abgebrochen wird, es kommt wesentlich auf die Beschafl'en- 
heil von N an. 

Man betrachte imn das Integral 

^ w W (w)/ 

Weg eiuo geschlossene rcchtläufige Gurve um ß. 

wo g (w) im Bereich von ß difTerentiabel sein soll. 

a 

ajfw) a " *^+i 

Man setze vf = ß -}- i})] da —^-^ = — J (w) — J (w), so folgt 

a u+1 

wenn vf =s ß, y {ß) = — J (ß). a,) 

Ferner ist nach der Differentialgleichung 

a a 

w2 ^ \ ^ 4- w ^^ -I- (w2 — a2) J (w) = und 

wenn vi = ß 
r 0^) = — -^ J' (/5), daher nach a.) 

a 1 a-f 1 

J" (/*) = 7" J (/^)- 

Nach dem Tayiorschen Salze bat man 

]Qi + ,/,) ^]{ß)-\-i}j sXi) -f ^^ j" (/?) -I , demnach 

](,i + ,/') = J (i^^ - '/'"j'fV) + aV^V)- '/'' + 

a 

und weil J (ß) =i 0, 
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Ht^ + «/')= -m • '4 1 - ^ + ••••] , daher 

Diese Gleichung mulliplizieren wir nun mil 

y/ = ß -}- ip = ß ( 1 -{ ■—-] und erhalten 

/a \2 /a+l \2 

W (j (W) j = /? (^ J (/^) J i/;2 (1 + . l/; + . . • . ). 

Hieraus foigl 



r) 



.."" 



Ferner ist g (w) = g (ß) + ,/, g' {,-) -\- ^-|- g" (ß) -\ d.) 

j-.) und d.) setze man in (2.) ein, jedoch hat man sich bloss auf die- 
jenigen Ternie zu beschränken, die liefern, daraus folgt 



L C ^^^'^ dw - g "^' 



Die Anwendung auf (la) erfordert 

g' (ßi.) = 2/?i "iißx l) J (/^A'^^ rar /'i = w 

a a 

g' (w) =-- 2w J (iw) J (xw), mil d w mullipliziert inte- 



griert, 






9^y r a a-|-l a af-i n 

g (w) == ,i2!z:>^2 {} J ^^^^) «^ (^W —X J (tw) J 1,XW)J 



und endlich 



II 



l r f '^ ""'^^ *" ''^^ \ dw 

•' U(w)/ 



Weg j(*nes bekannte Rechteck. 



■ «' 



^irt "" ■ 



— 135 — 



A^iB 




—xB 



A-iB 



Im Nullpunkt verhält sich das Integral wie Jwdw; längs der 
Strecke iß bis — iB der lateralen Axe verschwindet es daher. Längs der 
2 konjugier(en parallelen Seiten verschwindet es ebenfalls, wenn 
O <x < 1, somit reduziert sich der Integrationsweg auf die Gerade 
von A — iB bis A -|- iB. Der Schätzungswert für die J-Funktion kann 
bekanntlich so dargestellt werden: 

2a+l 7t 



J(w) 



=\/ 



TTW 



cos (w — c), wo c = 



daher auch 



J( 



w))' 



= — cos ^(w — c). 
/rw 



Berechnen wir die Klammer bei 4.). Ausdruck I = 

V ^ v/x \/w V 



^ \/i \/ w 



cos (xw — c) cos 



('-'-f) 



2 1 

— • -7= cos (xw— c) sin (tw— c). 



Ausdruck II = 



Die Klammer bei (4.) ist daher = 



zn cos (tw — c) sin (xw — c). 



2 1 r 1 

— • -7= It cos (xw— c) sin (tw — c) — x cos (tw— c) sin (xw — c)|. 

Da nun i^J(w)J= — • cos ^(w — c) ist, so entsteht als Integrand 

/I w 

1 tcos (x w — c)sin(tw — c) — x cos(tw — c) sin(xw — c) 



V^t x cos^ (w— c) 

Werden Zähler und Nenner mit 2 multipliziert und berücksich- 
tigt man, dass 

2 sin (tw — c) cos (x w— c) = sin [(t+x) w— 2 c] -|-sin[(t — x) w], 

so folgt 
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— X [sin [(l4-x)w — 2c] — sin(l — x) w| 
2i/r\/lx J ^ 



cos^ (w — c) 

sin [(t+x) w — 2 c] sin (t — x) w» dw 

l-{-\ l—x J cos^(w— c) 



Es sei nun 



A + ix = w, woA=(2N + a + 4-)-?-^ c = ^'+^ ^ 



2 / 2 ' ^ 2 2 ' 

N 



w — c=N/r-j-ijf, cos(w — c) = cos (N/r -f- ijr ) = ( — 1) cofjf. 



Daher 



cos^ (w — c) = coPx, 



dw 






cos^ (w — c) 

Da (t-f-x) w— 2c = (l+x) (A + ix) — 2c = 2A — A(2— t— x) 

-hi(l-|-x)z-2c 

und(t— x)w = 2A — A(2— 1 + ^) — i (t — x)z, so erhallen wir 

unter Berücksichtigung des vorigen und einiger weiterer Veränderungen 
und Kürzungen 

[A(2— t-x)]cof(t+x)x 



1^_ ff sin 

.rV^lxJ > (t+x)coPx 

sin [A(t — x)] cof(t— x)x 



+ 



|<JZ (5.) 



(l_x)co[«x 

Ist X sehr gross, so convergiert das Integral. Erinnern wir 
uns an 



^ r Wl2p; 



dx, wo < p < 1 



ein Euler* sches Integral L Art, Da cof2px 



1 / *P/ — *P/\ 
.= — -Ve -|- e 'j, so ist das letzte Integral 



J 



1 /"^ 



2i)/ d;f 



corx 



e — 



(^•) 



Ist ;r = — oo, SO ist e '^"^ = 0. 

X=^ ■^- c<.^ . » * ^' r:_ c>c. Wir trachten darnach, ein Integral 
mit den Grenzen bis 1 zu erhalten, und setzen 
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e ^ = ; dann ist, da tong x = 



e^ — e ^ 

Ü-(1-U) 



e^^ + l 
= 2u — 1, 



d tanfl X = 



<Jz 



cof*x 



= 2 du. 



2/ 



Ist ;f = — oo , e ^^ ^^ 0, u ■= 

Ist X = °o , e ^::=oo, II = 1, somit 

r(i +1.) r(i— p) 
r(2) 



:.) = i u (1— u) du = 





--p/xp)ni-i)) 

p/r 

sinp/r' 



also J = I ^^f 2p;f ^;^— = ^.^^ , wenn — 1 < p < 1. 



co| ^% sin p/r 







Dies soll nun auf (5.) angewandt werden. 
1 I sinA (2-t -) sin A(l->x) 

" 2V/Ü: . 2^- 1— "^ ^ ' . t-x 



sin 



7t 



sm -^— ^'^ I 



, l + x . 2 — t— X 
da sin — - — 71 = sm - — 7C. 

£t dt 

Der Wert oscillierl je nach der Beschaffenheit von A. 

Es war A = /'2N-}-a-f -^"j-y, es sei M = 2N-}-a+ ~|-, A = M-J, 

dann folgt: 



T = 



1 



2\/tx 



2— t — X 
sin M r 7t 



. 2 — t— \ 

sin 7t 



+ 



sm M — ~ — 7t 



. t— X 

sm — - - 7t 



Nun ging man aus von 



/' 



S= i t f(t) T dt, mit dem Vorbehalte jedoch, dass t nicht 



die Grenzen und 1 erreichen dürfe. Für den II. Teil der Klam- 
mer sei 



t — X 



yr :^ ^, t = X 



2 71 

ip. Wenn t =^ 0, er ^:= -- 4. x 

71 dt 
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\/ 



7t 2 

Wenn 1=1, f? = — - (1 — x), dt = — d^, 
L^ =\/— = v/14-— , daher der II. Teil von S 



TT 



=-^j v/'+^'(«+4f)-^-^v^ 



sin M^ 



siu^ 



nx 



Im I. Teil sei 
2 — t — \ 



2(p 2 j 
7c =^ <p ^ t = 2 — X — ^— . dt = d^. 

Ci 7t ' Jt 



Ist t = 0, ^ =r /r — 



TTX 



2 ' 



7t 



ist t=l, ^==-—-(1 — x), dann ist der I. Teil 



n 



-^j Vi 



2 

X 



1 _ A:L f (2— X— -^ » sin% 



TTX 



7r 



sin^ 



— df 



TT 



n 

71 X 

9 



7t J V ^ 7t \ \ 7t 



sinMf 
sin^? 



elf, 






also 



n 71 X 

"2 T 



^ J TTx V ^X \ /i: / Sl 



sinM^ 



/ s\n(p 



(\<p 



TIX. 



7t J V X yrX \ TT / Siny 



;7 .T i 



Bezeichnen wir die beiden Integrale rechts resp. mit U und V. 



Sie haben beide die Form - 

7r 



1 r sinMf 



~F{<f)6(f, wo die Grenzen 



einschiiessen oder nicht. Weil M keine ganze Zahl ist, daher sin H/r 



1 
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nicht verschwindet, so muss die unlere Grenze über — tt, die obere 
unter tc liegen. Man betrachte nun zuerst das Integral 

/—. — - Aw. Wenn die Grenzen nicht einschliessen, so ist es 
sin^ ^ 

. . , 1 r / cos Mc^ \ /* cos Mc' coscj ^1 ,. . ^ 

gleich — — — I — : — — I — I r^^ — — Qif , was verschwindet, 

° h\7c I \^ sin^ j J sin^(p ^ \ ' 

wenn M unendlich gross wird. Wenn die Grenzen einschliessen, 
so kann man sie daher so nahe an rücken, dass sin ^ unerheblich 

von (p verschieden ist und dann 9? = -rjr- setzen, das Integral wird 



^/ 



M 

sm u , . 
du= 1. 



7C j u 

00 



Nun betrachte man 

F(0) 



- - I sin Mw? ^ . 
/c f sin^ 



6(p 



unter der Voraussetzung, dass ^ . nicht nur für w = 

sin^ ^ 

endlich sei, sondern dass auch 

A F(v^) — F(0) 

S (f sin^? 
im ganzen Intervall existiere. Das Integral ist gleich 

7irM l ^ sin^ J ttM / ^^d^ sin^ ^ 

und verschwindet, wenn M unendlich wird, mag innerhalb oder 
ausserhalb der Grenzen liegen. Also ist 

^ F(^) d^ = F(0), wenn zwischen den Grenzen liegt; und 



7x J sinp 



— I ~7- — Hv) ^9 = Ö> wenn ausserhalb der Grenzen liegt. 

Auf unsere Integrale U, V imd S angewandt folgt, dass 
lim (U) = f(\) , lim Y = , und lim S = f(x) 

a 

Als Beispiel kann man dies auf die Funktion f(\) =- - • \ 



J(r) 

anwenden. Man findet wieder Gleichung (5.) pag. 129. 



Anmeriaingen zum I. Heft. 
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yerfirali aequalem 

XX* x" X* x' 

"n "^ lii^ "" 4 . 9n» "^ 4.9.1»>ii* ~ 4.9.16.:^5n» + ' " 
Ver^l. weiter Gonim. Acad. inip. Pctropol. l. VII, pair. lß'2: Danielis Bernoulli 
Dernonstrationes Theoreniatum suoruni de oscillationibus corporuni filo flexili 
ronnexorufu et cateiiae verticalitiT suspensae. Auf pag. 172 finden sich die aa- 
K''tf<*bcnen Reihen wieder. 

•j Acta Academ. Scientiarura imp. Petropol. 17S1. pag. 157. 
•) idr*m. paff. 17H, vergl. besonders pag. 1H5, 1H|>. 
^") Th/'orie Analyt. de la Chaleur, pag. 3^)9. 

*'j Wir folgen hleliei dem angeführten Werke von Gray und Mathews, 
Howie rler Arheit von C. Wagner: F^Mträg.« zur Entwicklung der Besserschen 
Kunklion I. Art. Bern, K. J. Wyss 1«94. 
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"J Kästner, Geschichle der Mathematik IV, S. 256. 
"J Vergl. Klügel, Math. Wörterbuch III, S. 28 u. ff. 
") Ueber die Kepler'scho Aufgabe, diese Grenzkurven, welche den Kreisen 

niod X = e und niod x = — entsprechen, sowie die Entwicklung nach BesseFschen 

Funktionen vergl. G. Huber, Anwendungen der conformen Abbildungt Dissert. der 
Universität Bern, Zürich, Zürcher & Furrer 1883. Herr Huber tritt hier vollständig 
in die Schläfli'schen Anschauungen ein und behandelt von S. 43 seiner Arbeit an 
das Kepler'sche Problem als ein Problem der conformen Abbildung. 

**j Vergl. F. W. Bessel, Untersuchungen . . ., Ges. Werke I, S. 92. Bcrl. Ab- 
handig. 1824, S. 22- 23. 

'•) Graf, J. H., Einleitung in die Theorie der Gammafunktion und der Euler- 
schen Integrale. Bern 1895. S. 21, Formel 20. 

") Am angegebenen Ort. 

") Theorie der Bessel'scheu Funktionen. 1867. 

*•) Mathematische Annalen Bd. I. 1809. pag. 4G7. 

^) E. Lotnmel, Studien üt}er die Bessel'schen Funktionen S. 8, Nr. 5 unten. 

*>) F, W. Bessel, cit. Abhandlungen der Berliner Akademie. 1824. S, 31, 
Formel 40. — Gesammelte Werke I, S. 96 oben. Bessel schreibt: 

i-l i i+l 

0= k ^^—2i Jfe fk J^, 

was nichts anderes als Formel (9.J ist. 

») Berliner Abhandlungen 1824, S. 31 oben. — Gesammelte Werke I, S. 97. 

••) Nach E. Cruhler, Die Darstellung der allgemeinen BossePschen Funktion 
durch bestimmte Integrale. Vierteljahrsschrift der Zürcherischen Naturforschenden 
Gesellschaft 1888, XXIII, Heft 2, Seite 135 u. ff. 

") Vergl. F, W. Bessel, Abhandlungen der Berliner Akademie 1824, S. 34 
und Gesammelte Werke I, S. 97, Formel 48, wo sie lautet 



1 1 

i 



d'Jk . 1 dJk 




**) Anger, C, T., Untersuchungen über die Funktion Jj^ mit Anwendungen 
auf das Kepler'sche Problem. Neueste Schriften der Naturforschenden Gesellschaft 
in Danzig, V, 2tes Heft 1855, S. 6, wo er schreibt 



9x* X 9x \ x" / 



••) 0. Neumann, Theorie der Bessel'schen Funktionen 1867, S. 41 u. ff., 
S. 51 u. ff. 

") H. Hankelj •Die Cylinderfunktionen Itc' und 2ter Art». Mathematische 
Annalen I, S. 491 u. ff. 

**J Vergl. H. Weber, Ueber die stationären Strömungen der Elektricität in 
Cy lindern. Grelle, Bd. 76, S. 10, dat. September 1872; ferner: 

JE?. Lommel, Zur Theorie der Bessel'schen Funktionen, Malhem. Annalen 
IV, S. 104, 105, datiert Januar 1871 ; endlich E. Lommeh Ueber eine mit den 
Bessel'schen Funktionen verwandle Funktion. Mathom. Annalen IX, S. 426, dat. 
August 1875. 
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**) K Lommel, Zur Theorie der Bosserschen Funklionen. Mathematische 
Annalen IV, S. 104. 

E, Lommelj Ueber eine mit dcu BessePschen Funktionen verwandte 
Funktion. Mathcm. Annalen IX, S. 42G. 

««) Vergl. H. Weher, a. a. 0. S. 10, Formel 13. 

"J Vergl. E, Ijommelj Zur Theorie der BesseFschen Funktionen, llafhem. 
Annalen, Bd. IV, S. 104, 105. Dat. Januar 1871. 

") Vergl. Graf, J. H., «L'eber einige Eii^enschaften der Besser.schen Funktion 
erster Art et<'.» Zeilschrift f. Mathem. und Physik XXXVIU. 2 Heft. S. 115 u. ff. 
0^^ Von hier an hat sich leider in der Numenerung der Anmerkungen 
eine kleine Konfusion eingeschlichen, die wir dadurch auszugleichen suchen, dass 
wir vor die Nummer der Anmerkung die Seile anfuhren, auf welcher jene Nummer 
sich findet. 
Seile 50 Nr. •*) Graf, J, H., Einleitung in die Theorie der Gammafunktion und 

der Euler'schen Integrale S. 7, Formel 12. 
Seite 50 Nr. ") Mit dieser Form hat K, Weieratrass, «Ueber die Theorie der 

analyt. Fakultäten», Crelle !)1, S. 7 die Gammafunktion definiert, 
eine Form, welche für alle endlichen Werte von a einen Sinn 
hat. Vergl. Graf, J. H., a. a. 0., S. 31, Formel 39 und die Be- 
merkungen S. 31 und 32 sowie Anmerkung ^') am Schluss. 
Seite 59 Nr. '•) Vergleiche E. Guhler, Darstellung der BessePschen Funktion durch 

bestimmte Integrale. Zürcher Vierteljahrsschrifl 1888. S. 165 u. ff. 
Seite 68 Nr. •*) H. Hankel, Die Cylinderfunktionen erster und zweiter Art- 

Mathem. Annalen I. S. 485. Ilankels Arbeit datiert von Erlangen, 
den 15. Dezbr. 1868. 
Seite 72 Nr. ") Vergl. Graf, J. H., Einleitung in die Theorie der Gammafunk- 
tion etc^ S. 21, Formel 27. 
Seite &3 Nr. "J Vergl. JET. Hankel, MRthem. Annalen Bd. I, S. 491. 

Nr. "j Vergl. GrafJ, JET., Einleitung in die Theorie der Gammafunktion 
etc. S. 7, Formel 12. 
Seile 84 Nr. "J Poisson, Journal de lY»eole polytechnique. Gahier XIX, p. 250, 



hat den Grenzwert für J (x) = V / — cos ( x j- 



zuerst 



gegeben. Die allgemeine Form findet sich zuerst bei E. Lommel, 

Studien etc. S. 65. Dann bei Hankeh Mathem. Annalen I, S. 500. 

Vergl. weiter für den ganzen Abschnitt Graf, J. H., Zeitschrift 

für Mathemalik und Physik. XXXVIII, S. 119. 
Seite 85 Nr. "} Vergl. öra/; J. Ä, Zeitschrift für Mathematik und Physik. XXXVIII 

S. 119, Formel 13. Diese Formel hat H. Hankel, Mathemalische 

Annalen I, S. 501 gegeben. 
Seite 104 Nr. *'^) Vergl. Graf^ J. H., Einleitung in die Theorie der Gammafunktion 

etc. Seite 28, Formel 30. Dort findet sich auch der Beweis. 
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Vorwort. 

Die Anlage des vorliegenden zweiten Heftes der Ein- 
leitung in die Theorie der Bessel'schen Funktionen ist von 
den unterzeichneten Verfassern gemeinschaftlich besprochen 
und festgestellt worden. Einzelne Kapitel wie ein Teil der 
VVeber'schen Arbeiten wurden von Dr. E. Gubler bearbeitet, 
die einheitliche Gesamtredaktion lag Prof. Dr. Graf ob. 

Wie schon im ersten Heft angegeben worden ist, haben 
sich die Verfasser darauf beschränkt, sich an den von Prof. 
Dr. L, Schläfli eingeschlagenen Lehrgang zu halten und 
weitere Ausführungen, gestützt auf eigene Vorlesungen und 
Arbeiten oder solche von Schülern in denselben hineinzuver- 
arbeiten. Deshalb wurde von der Darstellung der Anwendun- 
gen auf praktische Probleme w^ie auch von der Wiedergabe 
numerischer Tabellen, die man sich leicht verschaffen kann, 
abgesehen. Ein ziemlich genaues Druckfehlerverzeichnis, 
sowie analog der Behandlung im ersten Heft eine Reihe von 
Anmerkungen wurde am Schluss des Heftes beigefügt. Das 
Werk sei der wohlwollenden Beurteilung der Fachgenossen 
bestens empfohlen. 

„.. . , im Dezember 1899. 
Zürich 

«/. H. Graf. 
Ed. Gubler. 
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2 ^C* 

In Formel (6) muss — nach dem Zeichen ^^ stehen. 

6 von unten, fehlt im Nenner X. 

/m — 1\ /m— JL\ 
8 von unten selze statt ( TZ.T/ ßj'i^ach \^ , <) . 



stehen ("ö") 



2 * unten soll statt (^g-^ 

4 » oben setze sin nma. 

a 

5 » unten setze K (x) statt K (x). 

n 

2 » oben y = ^ -|- f?i, 

7 » oben setze «dass» statt «das». 

a — a 

3 » unten setze J (x) statt J (x). 

5 » unten setze cos a n, 

i_ 

2 » unten setze (1 — u*) ^ 2 . 

8 » oben setze A— a -j- Y ***^** A — a -f 1. 

3 » oben lies S. 69 statt S. 67. 

1 n 

6 • oben lies — i ti (a ~ ^"^ + * f** " ^ ^ T + * ^' 

2 » oben statt (^yf ^^^* \T/- 

2 » unten lies / statt l, 

3 » unten lies t ""*"" statt t ""*. 

1— x« l 

5 » unten lies statt -^. 

x X» 

2 » oben lies 

T V ■*■ T^' ~ ^ ^ i-*2 • t 

13 von unten lies sin f> statt fin f>. 
5 » oben fehlt der Exponent a zur Klammer in (3). 



n. Heft. 

XI n n 

Seite 13 Zeile 9 von oben lies (x) J (y) statt (x) J ly). 
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oben lies slatt < das Zeichen > ; ebenso Zeile 5 von oben. 

unten muss das — Zeichen in e höher gestellt sein. 

n 
oben ist die obere Grenze y + 1. 

n 
oben ist die obere Grenze y* 

unten fehlt nach § die Zahl 5. 

oben soll stehen § 6 statt § 7. 

unten muss stett (38) die Nummer der Anmerkungen 38) 

stehen. 

^♦» 



VI. 



Aufstellung der BessePschen Funktion IL Art. 



§ 1. Entwleklung ron 



nach Bessel'schen Fanktionen 



X— y 
desselben Argnments (I. und IL Ari). 

Es seien x und y zwei beliebige Variable, y absolut < x, dann 

stellt sich Neumann ') die Aufgabe, die Funktion in eine Reihe 

X — y 

zu entwickeln, die nach Besserschen Funktionen fortschreitet. Es sei 

N 

J_ f'~'e"^^-^^^ds (1.) 




gesetzt, wo N eine sehr grosse zum unendlich werden bestimmte Zahl 
bedeutet. Der Integrationsweg geht in gerader Richtung vom Nullpunkt 
zum Horizont; auf demselben kann sich die Variable bewegen, nur 
muss die reelle Componente des Exponenten der Exponentialfunktion 
stets positiv sein. Nun hatten wir (s. I. Heft, S. 19 Zeile 6 von unten) 

^ = 00 



e 



= e20 ') = J(y)-j-2l(y)[l^ + (^l/r^] 



2 

A==: OO 



A=l 

J(y)i 



(2.) 



Um die Convergenz dieser Reihe (2.) darzutun, setzen wir 

1» 



— ä - 

A=ii— 1 

e"= ^ J(y)t^ + R + S, 

WO R gleich dem Best, wenn man die Reihe oben bei n~l, S gleich 
dem Rest der Reihe ist, wenn man dieselbe unten bei — m ab- 
bricht. 

Man hat somit 

il=oo 



R = ^ J(y) t\ 



(3.) 

i= — m — 1 A=oo 

S= ^ JCy)t = ^ J(y)i * (4) 

1= — CX3 il=m-f-l 

Um die Convergenzfrage zu entscheiden, sollen diese Rest- 
summen in Integrale verwandelt werden. Wir hatten (siehe I. Heft, 

S. 52) für J(x) die Integralform 



'w=.-Lp'^*"^^ '"■"■'"• 



— N 




somit ist 



X 1 rLy(n-l^ -k-l 

J(y)=— - e2 V «/ u du. 

^^ 2l7tJ 




-N 



In (3) substituiert folgt 

A=oo 



R=;r^ ^ I e2V n/u t dU 






Jl=oo 






— N 




aber, wenn t < u, ist 



- 3 — 






u 
somit, wenn eingeselzl wird, 



2i/irJ \u/ u— t 




-N 



Nun sei — f l 1 = s. Ist s = 0, so ist t = 1 

S = cOj » • t = cx>. 

Nun war u absolut > t vorausgesetzt. Wir bewegen u in einem 
Kreis um und setzen z. B. u = tv, wo v absolut > 1 ist, v be- 
wegt sich demnach in einem Kreis um den Nullpunkl, dessen Radius 
> 1 ist. Für B erhalten wir 



2\7t J V 1 



der Weg ist ein Kreis um 0, dessen Radius > 1 ist. In gleicher 
Weise lässt sich auch S darstellen. Setzen wir daher in (1.) ein, so 
erhält man: 

A=n— 1 



^= ^ J(y) • 1 e ""' t^ ds + 1 e " Rds + 1 e "s ds (5.) 



X) 

Dieser Ausdruck muss so eingerichtet werden, dass wenn n und m 
sehr gross werden, die beiden letzten Integrale sehr klein ausfallen 
d. h. vernachlässigt werden können, dann ist die Convergenz der 
Reihe (2) nachgewiesen. Wenn t sehr gross gewählt wird, so reduziert 

sich s auf - - 1 und da es nur auf die Exponentialfunktion ankommt, 



I e Rds ii 



so geht, wenn wir vorerst nur das erste Restintegral je Rds ins 

i 

Auge fassen, die Exponentialfunktion 

- X8 ^ (yt— — ^ — — (X— y v) t 

e . e^ ^ ^*>' über in e ^ 



— 4 — 

Man hat nun zu bewirken, dass während v den Kreis um den 
Nullpunkt durchläuft, diese Exponentialfunktion stets sehr klein bleibt; 
denken wir uns zuerst yv absolut > x, dann läuft yv in einem Kreise, 
in dessen Innern sich x befindet, daher sind alle Phasen möglich, die 
Exponentialfunktion wird somit unendlich gross, daher darf um dieses 
zu vermeiden yv nicht absolut > x sein. 

Nehmen wir yv absolut < x, dann liegt x ausserhalb des 
Kreises, den yv durchläuft. Der Radiusvector von y nach x ist grösser 
als der vom entsprechenden Punkt des Kreises yv nach x, also ist 
auch der Radiusvector vom Nullpunkt nach x grösser als derjenige 
vom Nullpunkt nach y, also x absolut > y. In diesem Fall nun be- 
reitet die Exponentialfunktion keine Schwierigkeiten und es kann das 

f ,-" « ., . U,e,. a„ «glich ge..oh. wa*.. 

Mit S verhält es sich ähnlich. Man kann diesen Rest in gleicher 
Weise darstellen durch 



-ip("->(Tr^ 



— N 




/• 



-zs 



WO u < t ist, somit kann auch I e S ds so klein als möglich ge- 



macht werden. Die Convergenz von (2.) ist daher erwiesen. Da nun 
die Richtung nach x — y von der Richtung nach x um weniger als 

7t N 

abweicht, so ist es gestattet bei (1 ,) — als obere Integralgrenze 



2 

N 

statt zu nehmen. Wir erhalten daher aus (1.) und (2.) 

X— y 

N 



x-y i=f^oo ^^' J 





. — X8 



e • l*ds. 



Da 



N 
/»T 

J(y)- 1 e-". ds = J(y) 
4 



1 

X 



ist, so folgt, wenn wir die vorige Summe brechen und n als Lauf- 
zahl wählen 



— 5 — 



n=co 

N 



-i=5«4+25,„r%-(.-+<^)., (e.) 



^—y 



Wir setzen: 



X absolut > y. 

N 



»«=r»-"T ('"+'-=?) 



ds (7.) 





und nennen diesen Ausdruck die Besser sehe Funktion IL Art. 

ö 1 

Aus (7.) folgt (x) = — Es geht (6.) daher über in 

11=00 

1 00 ^^ n n 

" ^0 



v_v = (") J (y) + 2 ^ (X) J (y), X abs. > y. (8.) 

^ y n=l 

Die Funktion (x) wird nicht von allen Mathematikern als 
Bessersche Funktion II. Art bezeichnet. Die Bessersche Funktion 

u 

f. Art J (x) genügt der DifTerentiatgleichung 

n n 

d J (x) d J (X) n 

X* ^^^+ X -^ + (x«-n«) J(x) = 

und zwar ist sie dasjenige partikuläre Integral derselben, welches für alle 
endlichen Werte der Variablen x endlich und stetig bleibt. Es läge 
nun die Versuchung nahe, als Bessefsche Funktion II. Art die andere 
partikuläre Lösung der genannten Differentialgleichung zu bezeichnen, 
wie dies £. Lommel gelhan hat. Allein jede gegebene Funktion, die 
bezüglich ihrer Stetigkeit und Eindeutigkeit gewissen Bedingungen 

entspricht, lässt sich stets in eine nach Funktionen J(x) fortschreitende 

n n 

Reihe oder auch in eine nach J (x) und (x) fortschreitende Doppel- 

n 

reihe entwickeln. Hiebei wird die Funktion 0(x) keineswegs kom- 

n 

plementär zu der Funktion J(x). Allerdings genügen die Funktion 

n 

(x) und die mit ihr verwandten Funktionen Differentialgleichungen 2*^'' 
Ordnung von ganz anderer Form, aber wie es schon C. Neumann im Titel 
seines Buches angedeutet hat, wenn er beifügt: «Ein Analogon zur Theo- 

n n 

ri.e der Kugelfunktionen», so steht die Funktion 0(x) zur Funktion J(x) 
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in einem ähnlichen Verhältnis ^ie die Kugelfunküon 11. Art zur Kugel- 
funktion I. Art. Man ist deshalb i^ohi berechtigt an der Bezeichnung 

n 

0(x) als Bessefsche Funktion IL Art fest zu halten.*) 



n 



§ 2. Andere Integrairormen fftr 0(x). 

Ausgehend von 

N 

„1 / _ ( — nn\ 

ds (1.) 



5,x,=J-%-«A(,+(=tt) 



sei s = jtnx, ds = cof^dx, t == e^, die Grenzen werden und oc, 
also hat man 

e-' "»^i- (e"^ -h (-1)" e-"^) cof x d^. (2.) 

-0 

0(x)= I e "'"''^cof2inx- cofZdx. (3.) 

"o"'(x) = i e" ""^ fm (2m + l)x • cof x ^x- (*•) 

Setzt man in (1.) oder (2.), z. B. in (2.) — n statt n ein, so folgt 





daher 

(x) = (— 1)° (x). (5.) 



— n n 



§ 3. Ableitung einer Summenformel f&r 0(x)/) 

Wir gehen aus von 



N 

0(\)=: e 



•i('-+^l«)- 
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und setzen 



Tn^^fi'^ + C-irr'^), 



(1.) 



dann folgt 



0(x) 



Da s = 



1 



l 



!). 






e "in ds. 



so hat man 



2 s T„ = Tn+i — Tn-i oder T„+i = 2 s Tn + Tn-i. 
Nun denke man sich die Reihe 

V = To + a Ti + a« T2 + (2.) 

Setzen wir für To, Ti, T2- • nach Formel (1.) ein, so be- 
kommt man 

^■=i['+«'+°'''+-]+i[i—f+(f)'+- •] 



U>-..+,M ^ 



l+- + l-al 



l — -s-a l 

2 \ l 



l-a«-«(t-|) 



1— as 1 /, 1 

, wo s = -H-| t~j 



t^a^ —2a 



Dieser letzte Bruch soll nun nach steigenden Potenzen von 
s entwickelt werden. Wir setzen 

1 as 



Y = 



V = 



1 — a* — 2as 1 — a^ — 2as 

as 



1 



a . 2s 



1 as 



('-"•) ('-«Ä) 



1 



1— «^ , o . 2s ^— «* , 2s 

1 — ^ 1 — a 



l~a^ 



1 — a^ 



1 




a 



;. 



1-a* ;t-o(l— a') 



2U 



(2s) 



;. 






(2s)- 
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In diesen Sommen wollen wir nun den Coeffizienten von o° 
herausgreifen, denn dieser Coefflzient giebl uns dann nach (2.) den 
Werl von Tn. Wir entwickeln den Summand der ersten Summe 

„i ( l-a')-'-' = «-^ [ 1 + ("\~*) (-«•)+ (~^2~0 ^-'''^' 



+ 



• « • I • 



Die Exponenten von a schreiten also fort in folgender Weise 

;, i+2, i+4, 

um somit hier den Coenizienten von a° herauszubringen, setze man 

>l=n — 2m, 
dann folgt 

n--2m /« •x2m— n— 1 i n~2m/2m n — 1\ , ^^sm i 

a (i— «') = + a y ^ ;(-«') + •' 

X beginnt aber bei 0, daher darf n — 2m nicht negativ werden, somit 

n-i-1 
muss m <; —^- sein. Von der 1^° Summe bei (3.) erhalten wir dem- 

nach als Anteil an den allgemeinen Term des Coefflzienten von a° den 
Ausdruck 

(_1)™ /2m— n— 1 

und als Gesamtbetrag des Coefflzienten von dieser ersten Summe 

n.<»-±i 

m=0 \ ro / 

Aber (- ij-'fam-n-A _ (2m-n-l)(2m-n-2)..(m-n)^ 

\ m / 1.2. 3.. .m 

(n — m) ( n— m— 1) . . . (n— 2m-{-l) 

1 . 2 . 3 . . . . m 
_ (n— m)! 

daher ~ °^ ' ("-2«^) ^ ' 

m<-f- 

[a"J von der 1^° Summe bei (3.) = ^ ,^"~"^j^ , (2s)°-^"(4.) 

in=0 ™Kn — 2m)! 
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Nun gehen wir zur AusmiUelung der 2**° Summe bei (3.) für V 
über. Es isl analog wieder ^ = n — 2m zu setzen, dann folgl: 

l „n-2m ,, 9^^""'' 1 ii-2m/2m — n\, ,m 



• • • • 



somit der Anteil am allgemeinen Term des Coefflzienlen von a°, der 
hieraus resultiert, 



2 V ra 
Da nun 



1 /2m-n^^^__^^„.^^2^^n-2m 



r—n" /2"^ — "\ ^r 1-1" (2m— n)...(m— n-f-i ) 
^ ^ \ m / ^ M . 2 . 3 . . . ra " 

_(n— m — Ij (n— 2m)_ (n— m-1)! 

1.2.3 m m!(n — 2m — 1)!' 

somit ist das ganze BetrefTnis von der 2^° Summe am Coeflizienten 
von a^^ da m <; -7- sein muss : 

[a°] von der 2**^° Summe bei (3.) 2m - .v — .^-!F^(2sr'"(5.) 
■- -■ m^l ^ ml(n— 2m— 1)1 

Demnach ist nach (4.) und (5.) 

ni<-T- 




_ (n— m)! .Q .n-2m 

'"- JS) nil(n-2m)I^^'^ 

fo<|- 

-I- 2 - — (^-"^-1)' (2s)°-^ (6 ) 
^ ^1 2 m! (n-2m— 1)! ^ ^ ^ ^^ 

Nun soll die lästige Beschränkung, dass X erst bei 1 beginnen 
darf, bei der 2**° Summe von (3.) aufgehoben werden. Für Ä = 0, 

reduziert sich diese 2^^ Summe auf — , das abgezogen werden soll. 

Wir denken nun uns somit bei (3.) — - addiert, dann darf auch in 

der 2^° Summe A bei beginnen gerade wie in der ersten Summe. 
Wir dürfen die Summen bei (6.) verschmelzen, da die Grenzen nun 
die gleichen sind, daher hat man 
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(n— 1T1 j ! 1 • (n— m~l)! 

in!(n— 2m)l 2 Tnl(n— 2m— 1)! 

(n— m~l)! 
2. ml 



m— 1)! r_ , . . . .1 n(n— m— 1)! 

7 / , , I 2(n — m) — (n — 2m) = ^ . / J x. > 

(ii— 2m)I L ^ ^ ^ ^ J 2.m (n— 2m) ' 



folglich hat man ^n+i 



2 



_ ^ n (n— m-l)! 



" ~„;!!5 2 ml(n-2m)! ^"^^^ * 
Diese Formel wird in (1.) subsliluierl und man erhall: 

n-l-l 



m ■< 



n— 2m . 

ds. 





2 1 

jMan selze xs = u, 2s = — u, ds = — du, die Grenzen werden 

X X 

und N, daher 

= ^ • ( -- 1 I e~" u*""^" du und da N unendlich gross 

X \ X / ^/ ^.^^^ j^jg^ 

n— 2m - / p \n— 2m 

^ ^ ^ ^ r (n-2m+l) = - . (^— j (n-2m)!. 
woraus in analoger Weise wie für die J-Funklion hervorgeht: 

Man hat daher für die - Funktion folgende Definitionsformeln 
aufzustellen : ;.<B+1 

n 

Die Bessel'sche Funktion 2*^' Arl (x) ist eine Funktion 

(n+l)^° Grades in — , der niedrigste Exponent 1 ; im Bereich des 

Horizonts verschwindet die Funktion. Wenn man den Schlussterm 
der Entwicklung darstellen will, so muss man 2 Fälle unterscheiden 

1) n gerade 

2) n ungerade. 
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Ist n gerade, so darr X nur bis — gehen, der lelzle Term wird daher 



f-O^ 



n V 2 / /2 \ 1 



n 1 

Ist n ungerade, dann geht X bis — j^, der letzte Term ist dann 

( — I ! 

n \2/ /2\3n 



In beiden Fällen ist der Anfangsterm 

n! /2\'^+' 



4 \ X 

Wir können zwei Reihen aufstellen nämlich 1) eine für ein 
gerades n 

5 „ = 1 1 1 + -=; + !li!^ + !!l(!t|H5!ri2 + . . . } ,„., 

2) eine für ein ungerades n 



X* I ■ X* ■ X* 



(n^— l^)(n«-3')(n«— 5«) , 



(10.) 



Wir wollen uns den Verlauf der Entwicklung etwas vergegenwärtigen: 

1 

0(x)=- — 

X 

2 14 

0(x)=-j-+^ 



X X' X' 



6, , 1 , 86 , 1152 , 23040 



X ■ X" ' x" ■ x' 
8^ ^ 1 , 64 , 3840 , 184320 , 5160960 

0(x) = - + -^4-^^ + -^^ + — ;^r- 

10 , 1 , 100 , 9600 , 806400 , 51609600 , 1857945600 



~ 12 — 

Das 1^ resp. letzte Glied ist stets — , das 2^ Glied hat als Zähler das 
Quadrat des Parameters. 



X" X' X' 



7, ^ 7 , 336 , 13440 , 322560 

0(x)=-:t f -TT- -I — 76- + -"— rr- 



X' X* ' X' X' 



», , 9 , 720 , 51840 , 2903040 , 92897280 

OW = TrH — zr-\ tt— -l zs h ztö — 



X" X* X" X' X 

[| 21 I 1^ - 147840 14192640 1021870080 

— X* X'* "^ X* X® x^^ 

40874803200 



+ 



x»^ 



Der Zähler des 1*®" Gliedes ist stets gleich dem Parameter. 

Die Bessefsche Funktion 11'^'' Art wächst mit wachsendem Para- 
meter sehr rasch und nimmt schon für kleine Argumente rasch sehr 
grosse Werte an. 

§ 4. Schätzung der BessePscheii Funktion I. und II. Art 

nach C. Neumann. 



Es sei A=oü / V \n-f-2A 



J(y) = -2j(~i 



y 

l \ 2 







Wir selzen mod y «sa q, n beliebig positiv, dann ist 

2) 2 



J (y) absolut < „ , ^ . , 

ni ;i^Q XI 

q\" 



J(y) absolut < ' ^/ e* '*. (1.) 

nl ^ 



— 13 - 



Ferner ist 



2 

und, ^enn mod x = p gesetzt wird, 



n 

(x) absolut 

;i=o 



<i"i.(ir.i.(ir. 



(X) absolut < ^ ■ ( — j e* (2.) 

Nach (1.) und (2.) ist 

2 0(x)J(y)ab8olut<2-^-^^-e* • — I — j • e* 

< — e* • -^ , daher 

P \P / 

2 ^ 0(x) J(y) absolut <-Le'* "'+''' ^ (-^) • 
Aber 

i=oo 

i(iy=(i)v(fr+-'»- 

n 



q. 
p 



1-^ 



folglich 



i=oo /_q_\n 

2 ^ (x) J (y) absolut < ^ ^ e^ ^^ (3.) 

Nun aber hatten wir (S. S. 5 § 1) 

A=n— 1 



1 ^ A A 

' ' ' ' ■ ' -- ^ (x) J 



= 0(x)J(y) + 2 ^ 0(x)J(y) + R, 






2 k X 
0(x) J(y); 



wo 
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n 



daher ist R nach (3) absolut < 



p-q 



e 



-r(P"f^') 



Da X < y vorausgesetzt wurde, ist — ein ächter Bruch, folglich 

kann man den Bestbetrag R so klein machen als man nur will, und 
es folgt 

0(x)J 



i 

J- =0(x)J(y) + 

^—y i— 1 



(y) 



und die einzige Bedingung ist q < p, d. h. mod x < mod y. 



§ 5. Die Bessel'sche Funktion II. Art existiert wie diejenige 

I. Art in einem Laurent'sclien Kranz. 





Es sei f (x) eine Funktion, welche 
in einem Kranze wie der beiste- 
hende eindeutig und differentiabei 
sei. Man lege so nahe als möglich 
an die Grenzlinien des Kranzes zwei 
concentrische Kreise mit den Radien 
a und b, wo a > b, sodann wählen 
wir in dem so begrenzten Areal, 
für welches die Voraussetzung eben- 
falls erfüllt ist, dass f(x) in dem- 
selben eindeutig und difTerentiabel 
sei, den Zahlorl x, dann folgl, wenn 
l die Variable bezeichnet, nach dem 
Theorem von Cauchy 

Den Weg der Integrationsvariab- 
len t um X können wir nun so aus- 
dehnen und umformen, dass derselbe 
vorerst in die Peripherie der Kreise 
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mit den Radien a und b übergeht 
und die Stelle zwischen m und n 
zweimal in entgegengesetzter Rich- 
tung durchlauTen wird, so dass sich 
hier die entsprechenden Teile des 
hitegrationsweges aufheben und 
schliesslich der Weg in die beiden 
concentrischen Kreise (a) und (b) 
aufgelöst werden kann, die in ent- 
gegengesetztem Sinne durchlaufen 
werden. Formel (1.) kann daher 
folgendermassen dargestellt werden: 



f(x; 



1 A/.x dt , 1 r^/ V du 



(a) rechtiäufig 



(b) rückläufig. 



1 r,,., dt , 1 Tr^ ^ du 



(2.) 



(a) rechtläufig 



(b) recbtläufig. 



Nun aber ist 



;i=m— 1 



1 

-i- = 0(l)J(x) + 2 

A=ii— 1 



2X X 
0(1) J 



(X) + R, 



1 

-L-.-=.0(x)J(u)-f 2 



2X X 
(X) J (u 



) + S. 



Diese beiden Formeln substituiere man in (2) und setze zur Ab- 
kürzung 

i /• X 

(t) dt 



dann erhält man 



^Jr(„)j(u)d« = B„ 







2 



ib/f«R 



f(x) = Ao J(x) + 2 ^ AiJ{x) + 

X=il ^ 

;i=n-i 
-1- Bo (x) + 2 ]Zl B^O(x)+-^rf(u 



dt 



(3-) 



) S du 
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Bezäglich der Reslinlegrale bei Formel (3.) sei Folgendes be- 
merkt : 
Für den äussern Kreis sei f(t) absolut < M 

R absolut < r, dann ist 
f (t) • R absolut < M r. Da dt ^^ a A(p, so ist 
f (t) R dt absolut < M r a d^, also auch 
/ f (t) R dt absolut < /M r a dj? 

< M r a * 2 i /r, also 



21;;/^^'^^ 



dt absolut < M r a. Da' man aber r so klein als mög- 



hj'^'^ « 



ich machen kann, so hat man es auch in der Hand— — | f (t) R dt 

so klein als möglich zu machen, somit darf der erste Teil der rech- 
ten Seite bei (3.) ins Unendliche ausgedehnt werden und es conver- 
giert dieser 1^ Teil. 

Für den inneren Kreis sei 

f (u) absolut < N und S absolut < s, dann ist 
S f (u) du abs. < N s du, da aber du = b dy?, 
Sf(u)duabs. < Nsbd^, also auch 
/Sf(u)duabs. < Nsb2i7r, 



2i7i;J 

^ fsfCu; 

\7Cj 



Sf(u) du abs. < Nsb. Man kann nun s, also auch 



, ^_^j) du so klein als möglich machen, so dass dieses Integral 
dt 

verschwindet und die Summe auch nach innen convergierl. Wir 

haben somit 

f(x) = Ao J(x) + 2 ^ A;t J(x) + Bo ü(x) + 2 ^ B^ (x). (4.) 

X=\ A=l 



§ 6. Die eindeutige nnd differentiable Fanktion f (x) 
lässt sich nar aaf eine einzige Art darch die Bessel'scbe 

Funktion darstellen. 

Man denke sich vorerst eine Funktion, die in einem vollen 
Kreise existiert, dann setze man die Gleichung 

n=cx) 

^ 

Ao J (X) + 2 ^ A„ J (X) = (1.) 

n=l 
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Die Coefflzienlen beslimtnen sich auf folgende Weise: Wenn x 
gegen hingehl, so isl Aq == 0, also hat man noch 

n=oo 

2 ^ An J(x) = 0. 

n=l 

1 

Die Entwicklung beginnt bei Ai J (x), alle ßlieder sind durch 
X teilbar und man hat 



2A.iw_„ 



2 

n=l ^ 

und der erste Term für n = 1 lautet 



V 2 , 
2 Ai -^^ — - = 0, somit Ai = 0. 

X 

Daher beginnt die Entwicklung bei n = 2, 

n=oo 



2L An J(X) = 0. 



2 

In dieser Summe sind alle Glieder mit x^ teilbar, woraus man 
leicht zeigen kann, dass A2 = 0, analog A^, A4, .... ^= 0, kurz 
alle Coeffizienten von (1.) verschwinden. 

Angenommen nun f (x) lasse sich auf doppelte Weise darstellen 
nämlich einmal durch 



^An J 



f (X) = Ao J (x) + 2 ^ An J (X) , (a.) 

n=l 

sodann durch 

n=oo 



S J (x) + 2 ^ Ai J (X), 



f(x) = AS J(x) + 2 

n=l 

/?.) von a.) subtrahiert, ergibt 

n=oo 

= (Ao- a5) J (x) + 2 ^ (An - Ai) J (x). (y.) 

n=l 

Nach der eingangs untersuchten Formel (1.) sind alle Coeffl- 
zienten mit identisch : d. h. aus 7-.) folgt 

22 



■'■ - ■ .- ,'.tKm 



■ 



if. 
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Ao = Ao 

A aI 

AI AI ^ ^j 1^ jjjQ Coefflzienlen in den Entwicklungen a.) 

An An 

und ß,) sind einander völlig gleich; es lässt sich also die eindeutige 
und differenliable Funktion f(x) nur auf eine einzige Art und Weise 
durch Bessefsche Funktionen darstellen. 



§ 7. Integrale yon Produkten Bessel'seher Funktionen. 



I 



t: 



Nach S. 14 unten ist 

C«) 



dl 



somit 



'«»^zl!«"' 



2i7r 



Nach Formel (8.) S. 5 hat man 




t— X 



i^oo 



1 

-i- = J(x)0(t) + 2^ 

i— ^ A=l 



2 k X 
J(x)0(t), 



daher 



Jl=c>o 



f(x)=:J(x).— - J(t)0(t) dt + 2^J(x).— - J(l)0(l). 

(a) (a) 

n 

i (x) wird aber nur durch sich selbst dargestellt, also muss 
A = n sein, somit folgt 

•2T7J ^(^^0 



J (x) = 2 J (X) • ;^ I J(t) (l) dl 



und hieraus 



rn n 

J{n 

\a) 



(I) dl = \it. 



(1.) 
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Ist n = 0, so hat man 



1 /* ö 

Jix) = J(x) . - J(t)0(t)d(, 

2}fc J 



ta) 

also 



/ 



J (t) (l) dt = 2i7f . (2.) 



(a) 

Wenn X nicht = n ist, z. B. = m, so sind folgerichtig alle 
ähnlichen Integrale, bei welchen die Parameter der beiden Bessel'schen 
Funktionen verschieden sind, stets = 0, d. h. 

I J (t) Ö (t) dt = 0. (3.) 

In gleicher Weise darf man setzen 

Jl=oo 

m 10 /*m ^^ r i [*m l 

J(X)--— -J(X) 0(t)0(l) dt-f 2^J(X)— - .0(t)0(t)dt 

(a) (a) 

Ist X = m so folgt 

mm 1 f^ j m v 2 

J(x) = i (x) • - — j ( (t) ) dt, also 

\7C J 



/' 



(a) 

m \2 



(0(t)) dt=i7r. (4.) 

Xa) 

Ist i = n, WO n ^ m, SO folgt 

/ (t) (t) dt = 0. (5-) 



(a) 



Ist m = 0, I (Ö (t))"" dt = 2i/f. (6-) 



(aj 

Ferner hat man 

Jl=oo 



m 10 /*m ^V ^ 1 Z^™ ^ 

O(x) = .T7-0(x) J (t)J(t) dl -I- 2 ^ 0(x) • — - i (l)J(t) dt. 



(aj W 
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Ist X = m, 



il = 0, 



r(j(i))'di= 

(0(1))* dl = 



i/r. 



(7.> 



2m. 



(8.) 



X = n, wo n 



'■/ 



m n 



m. I J (i) J (l) dl 



= 0. 



(9.) 



vn. 



Die mit 0(x) verwandte Funktion S(x) 

und 

n n 

die Differentialgleichungen für S(x) und 0(x). 



§ 1. Aafstelinng der zu Ö(x) yerwandten Funktion S(x). 

n 

Man geht aus von der Definition für 0(x): 

N 

0(x)=J%-"i-(^l- + (_l)-t-)ds, wo 8 = i-(t~l), (1.) 



eine Formel, die für alle ganzzahligen Werte von n, Null nicht aus- 
geschlossen, gilt. 

Wir integrieren partiell nach der Formel | udv = uv — 1 vdu 



e-"ds, v = - 1 e-", 

X 

N 



und setzen u = — U°+(-l)" t~"j, dv = 

daher ist uv=---—e-".— t''+(—l)"t"'"[» ein Ausdruck, 



der an der oberen Grenze verschwindet und an der unteren durch 

— ' '^ — dargestellt wenden kann. 

X 2 

^r 1 14- cosnTT 1 2 n/r 

UV .nimmt also den Wert — ■ — —- = — • cos — —- an. 

X 2 X 2 

-/vdu =J±e-"d[4-(t»+(-l)''r")] 



22 — 

dt 



-/'-"=fr>-"('-<-""')* 

N 

and als Inlegrationsgrenzen sind zu wählen 1 und — 



jMan hat daher 

N 

(-lT\ dl 



;j, , 1 2 n/r , n /"^ / (—if \ 
0(x)=- -cos* ( Q-^^lf^^ L-\ 

X 2 ^ 2xJ ^ V e ) 



l 

N 



(2.) 



^ C^ ( ( — \)^\ dt 

Nun setze man S (x) = 1 e-" ( t° — -^-^ 1 — , (3.) 



2 HTI 



dann folgt 0(x) = — —?- + ^S(x). (4.) 

X a\ 



n 



Diese der 0-Funklion verwandte Funktion S(x)ist, wie wir bald 
bemerken werden, bezüglich der Differentialgleichung der J- Funktion 
ähnlicher als die 0- Funktion. Aus (4.) folgt 



n 9 Y n 2C0S - ~ 

S(x)=-0(x) ^. (5.) 

Nun war 0(x) =2-5- (n-^-1)! ^j_Y.+l-2^^ 

i=0 4 U 

2x 
man multipliziere mit — , so ist 

n 

A=0 A! \ X 
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(6.) 



2 cos' — 



2 

Ist n sehr gross gedacht, so verschwindet ~ » 

es darf gesetzt werden: 

" ^ (n— >i— ni /2 \n— 2;i 

S(x) = ^ A!i--^— Lli(jL\ (7.) 



§ 2. Eigenschaften der Funktion S(x). 



N 
n /*x / ( — 1)*^ \ dt 

Ausgehend von S(x) = I e-"( t° — .^ j-r- ^^'^t 

1 



sca?; = 0. (1.) 



Statt n setze man — n 

N 



S(x) = j e-»(t-"-4J-)-, 



1 

N 



-/'•-"(^ -<-'>■ ••)t- 



Man mullipliziere beide Seilen mit — ( — 1)' 



N 

'** / (■— 1)° \ dt 

- (-1)» S(x) = I e-»(t"— ^-^) — , somit 



-D» sV) = J 



S(x). 
S(x) = — (— l)»S(x). (2.) 



— n n 
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Andererseils ist 






S(-x) = (-1)» S(x). (3.) 



Ist: 

1 2 
n = l, S(x) = — 



X 



2 4 

n-2, S(x) = 1 



X' 



8 16 

n = 3, S(x) = ; + 



X 



a ■ X 



n = i, S(x) = f- 

X* X* 2 

^ 5 768 , 48 2 
n = 5, S(x) = 1 ; f- 



X* x' X 

^ 6 , 7680 , 384 , 12 1 
n = 6, S(X) = ;; + + - 

X* X* x" 3 

„ 7 , 92160 , 3840 , 96 , 2 
n = 7, S(x) = ; 1 + — H - 



X^ X* X* 

„ 8 , 1290240 , 46080 , 960 , 16 l 

n = 8, S(7,) = 1 1 -.— + — i — 

x' x' X* X* 4 

^ 9 , 20643840 , 645120 , 11520 , 160 , 2 
n = 9, S(x) = j 1 1 1 

x* x^ x* X* x 

,. "». , 371589120 , 10321920 , 161280 , 1920 , 20 1 
n = 10, S(\) =• 1 1 1 1 

x*" x' X* X* X* 5 

,, " , 7431782400 , 185794560 , 2580480 , 26880 . 
n = 11, S(x)= i 1 — ^ f- 

X" X* X^ X* 

240 , 2 

1 

X* X 

.o c/ X 163499212800 , 3715891200 , 46448640 , 430080 . 
n = 12, S(x)= ^ f j- — -i \- 

\" x'" X* X* 

3360 ■ 24 _ J^ 

~x^ x^~"6' 
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Die leUten Glieder bei den S-Funklionen mit ungradem Parameter sind 

2 2n 

stets = — , bei denjenigen mit gradem Parameter von der Form 



2 COS*— g- 

abgesehen natfirlich vom Betrag, der durch die Beifügung — 



n 
herrührt. 

n-f-l n— 1 

Was ist der Wert von S (x) + S (x) = t 



1 



N 



1 

N 



= fe-(- + ^)f 



•iV)=fe-(..--^)f 



N 



-/^-e+^ü")^^- 



n-l-l n— 1 

Addiert man: S (x) -{- S (x) 



=/•«-" ['-+'-'+(-'>-(^+Fr)]T 




1 
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»=j('-t)' "'=?(' ^f'^'- 






ds. 

f V " ^" / 



■ 

Die untere Grenze darf sein, die rechte Seite ist aber nach 

n 

Formel (7.), pag. 5 = 40 (x), daher 

"s\x) + V(x) = 4 (x) (4.) 

(4) lässt sich auch mittelst der Summenformel beweisen, wenn 

2 cos^ 



2 

man den Zusatz ausser Betracht lässt. 

n 

Setzt man in 

N 



sw=re-^"-t>>^)45. 




t == e^ , so erhält man 



n /»oo 

S(x) = / e-'^Pn^(e"^— (-l)°e-»^)d;f, dann ist 



n+l /»oo 

S (x) = j e~^Pn^(eC"+l)^~(-l)'^+le — (°+l)^)d;r, 




-1 /»CX) 

S (X) = I e-^pn ;r(e^"-^)>^ - (—If "^ e-(""l)/) dx- 





n+l n— 1 

S (x) + S (X) 



= j e-'^ftn^ Te"^ (e-^ -f- e"^) f (—1)" e""-^ (e-^^ -f e"-?) 1 d;? 



I .^J^JL" 
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= 2 




e-xfin/ (e"^ -f (—1)^ e-">^) cof;^^/, 



also 



n-J-l n— 1 n 

S(x) + S(x) = 4 0(x) 
wie vorhin. Analog kann man zeigen 

n-f-l n — 1 n 

S(x)-S(x)= 2S(x).r«nz 
"o\x) + V) = S (x) cof » X 
°0 (x^ — "Ö (x) = (x) fln 2 jr. 

Nach Formel (^7.), pag. 23 ist 



(5.) 
(6.) 

r7.)) 



*) 



i=ü AI 



X 



A<!^?^ 



n-l 



TJ, («- 



-.^—2)! / 2 \n-l-2A 



A=0 



>l! 



X 



n+l n— 1 

S (X) + S (X) 



2 

i=0 






2 \n+l-2A / , , 1 



X 



,* 



n— A,— 1 4 



4 ° ( 1 X* I 

= — 0(x) n— A-l- — = —), 

n 1 n— A— 1 4 / 



= 40(x)(l— 4- + 



n 



4n(n— ;i— 1) 



wenn n sehr gross 



n 



"s ' (x) -{- "n \x) = 4 0{x) 



wie vorhin. 



Umgekehrt Süll die S- Funktion linear nnd homogen durch die 
b-Funktion dargestellt werden. In der letzten Formel setze man 
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^ n— 2A statt n, dann folgt, wenn noch links und rechts mit ( — 1)^ 

f multipliziert wird, 



i 



V 



r' 



£• 



^, fn+l— 2A n-l-2A "l n— 2a 

(-l)^L S (x)-|- S (x)J = (-l)i 4 (X) 



UltU llUll 

Weise : 


\A\^t i.tviii%:/ Liauii /v 


V, •., M, V 


• ..•<•&« «■ 




n+l 


n-1 


n 


;i— 0, 


S (x) + 


S(x) 


4 0(x) 




n-1 


n-S 


n— 2 


;._i, 


- S (X) - 


S(x) = 


— 4 (X) 




n-3 


n—5 


n— 4 


X — 2, 


S (x) + 


S (X) - 


4 (X) 




n—5 


n-7 


n-6 


/i = 3, 


- S (X)- 


S(x) = 


-4 0(x) 



A=n,(— 1)" S°(x)-|-(— 1)» S (x) = (-1)» 4 o"(x), addiert 



;=n 



f. n+l — n-l ^y n-2i 

l S(x)A-(-l) S rx) = 4 -^ 



S(x) + (-l) S (x) = 4-^ (-l)i (X), 



— n n 



da aber — (—1)° S (x) = S (x) 

— n— 1 n+l 

(_l)n S (X) = S (X) , folgt 



n-fl ^y 11-2A 

S(x)--4 -^(-1)^ (x), 



statt n setze man n— 1 



A-=o 



X =-- n— 1 



2 "-.- 



S (x) = 2 -^ (-l)i (X) 

(5.) 

Vergleicht man in dieser Summe die Terme, die gleich weit 
von beiden Enden entfernt sind, so sieht man sofort, dass dieselben 
einander gleich sind, denn setzt man A = n— 1 — fi^ so erhält man 

— (n— 1-2,") n-1 2" 

einen Term (— l)n-i— a o =:(— 1)."0, d. h., die Terme für A=/i 



J 
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und A = n -l— jti sind einander gleich oder die Terme, die vom 
Anfang und Ende gleich weit abstehen, sind einander gleich. 

Ist n gerade, so zeigt sich ein mittlerer Term, ist n ungerade, 
so giebt es 2 gleiche mittlere Terme. — 

n 

§ 3. Ableitang der Dlfferentlalgleichang ffir die Fanktion 8 (x). 

Ausgehend von der Summenformel 

2 

n 5 (n-A-l)! /x \ 2^-" M^ K K 

S(x) = ämd^ j-j — —[-^j (1.) berechnen wir 

x^+n)s(x) = ? 

n 

" H ^W = Z^ Xl— (2^-"H2 

2A— n 



( 



2 '^-^ (--.. (i) 



^<f 



dazu addiert n S(x) = ^ n^ — ^ — ^1 -— I , giebt 



( 



X =0 



^ I \5/x "Vo («—>'•— 1)1/ X V^-" 



x^+n)s(x) = 2^ 



(A— 1)1 V 2 
z=l 

Nun setze man rechts 'K-\- \ statt A, dann darf X wieder bei 

beginnen, 



i<^i 



Setzt man in Formel (1.) n — 1 statt n, so erhält man 



(2.) 



"sW=2^^^=|f^(---r"^- (B.) 
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(2.) u. (3.) sind gleich bis auf die obere Grenze-, die bei (2.) 

n 1 

heisst X <] - - — 1 und bei (3.) ^'<C~ ^ • Wenn n ungerade ist, so 

hat dies nichts auf sich, ist aber n gerade, dann existiert ein Unter- 
schied in der Summe, den wir dadurch andeuten, dass wir noch den 

ViTC 

Wert — 2cos^-^ beifügen. Wir dürfen somit in beiden Fällen nach 
(2.) u. (3.J setzen 

^ \ n n-l ^jr 

X -^- + n ) S (X) = X S ^x) - 2 cos« ^. (4.) 



Wie leicht einzusehen, ist 



^<-l- 



")SW==2^-?^ (2.-2n) ( 



X '«*-» 



' "^'^ ' i=0 



i<" 



9 



_ —2"^ (n->i) 1 / X ^ 2A-n 



A-^ 2 



(n— >})! /x \2i-n--i 






(5.) 



n+1 

Rechts soll S(x) eingeführt werden. Es ist nach (1.) 



^< 



•> 



s«=-2^<"7/"(i) 



(6.) 



aus (5.) und (6.) folgt : 

5 \ n n-hl 

X ^ n I S (x) = — X S (x) ; allerdings nur, wenn bei (5.), als 

n+1 
obere Grenze der Summation ^<^ cy gesetzt wird. Ist n ungerade, 

so hat dies nichts auf sich ; ist aber n gerade, so resultiert eine Ver- 
schiedenheit, die wir dadurch zum Ausdruck bringen, dass wir rechts 

noch 2 cos« — beifügen, so dass man definitiv aus (5.) und (6.) erhält 

dt 

x^^— •n)S(x)=:— X S(x)+2cos«— • (7.) 

(4.) und (7.) addiert, giebt 
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11 



S (x) — S (x) H g- - =0, 

(7 ) von (4.) sublrahierl 

• n+i n-i 2 n " 4 nn 

S (X) -f S (x) - =:;^ S (x)=- *- cos« 



(8.) 



(9.) 



X - X 2 

n 

Um die DifTerentialgleichung für S (x) auf/uslellen . berechnen 
yi\r nun nach Formel. (7.) 



^a7 + " 




oder 
xA-n)s(x)+(x^ + n)(x"s(x) 



= 2 n cos* 



Utt 



(10.) 



('^^ + nj(xS(x)) = x»-*i^-hxS(x) + nxS(x) 



r/ S \n+l 1 

= X 1 1 X „ - -|- " + 1 ) S (x) I, was nach (4.) 



= x xS(x) — 

= X X S (x) - 2 sin« ~\ 



2 cos« ^-^-j 



(11.) 



Ferner ist ( x -^ — (- n I Ix 




dx 



n S (x) = 



n 



'' ^S(x) 



n 



= .x^ + n x-^----nS(x) 



n 



n 



n 



,a»S(x) , as(x) , as(x) 



d\' 



öx 



dx 



n 



n 



— n X — .- - — n* S(x) 



n 



n 



d X^ OK 



(12.) 



(11.) und (12.) in (10) substituiert, giebt 



! n n 
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^, S* S (X) 



3x' 



-)- X ^|-^ - n* S (X) -I- X l^x S (X) - 2 sin« I^ 1 



= 2 n cos^— , 



oder 



X* ^ -f- X ^ + X» - n«) S(x) = 2 X sin« '^ +2ncos''!^ (13.) 

n 

als DifTerentialgleichung für die S(x)- Funktion. 



§ 4. Ableitung der Differentialgleichung 
fOr die Funktion 6 (x). 

Ausgehend von S. 22, Formel (4.) 

n COS'-g- n ^ 

(1.) 0(x)=s ^ + 5^S(x) soll vorerst der Ausdruck berechnet 

X ^ X 

werden 

n 

(2.) 0(x)-0(i) + -jj--» Es ist 

\ j 2x ^ ^ ' X 

""^ n — 1 "r^, . sin^-j- 



-0(x) = -^ S(x)- ^ 

,aö(x) _-n as(x)_j^ S(x)-2^.addierl 



ÖX X 5x 



1 /n+l n-1 2n ° \ 

+ ^(s(x)-fS(x)-ii!s(x)j 

X- 
Die erste Klammer rechts ist = nach Formel (8.) § 3. die 

4 X\ TT 

zweite nach Formel (9.) = — cos^ -^, somit hebt sich alles rechts und 
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n 
i.-fl ii-l 0O(\) 

0(x)-()(x) 4 2-^-^ = 0(3.)''^), 

eine Formel, die in ihrer Konstruklion vollsländig mit der Formel (8.) 
§ 8 bezüglich der S- Funktion übereinslimmt. 

Selzl man noch in Formel (9.) § 3 für S(x) S(x) S(x) ihren 

nn 
n 2 X " cos'"* ~2~ 

Werl nach S(x)= — 0(x) — 2 . so erhall man 

^ n ^ ' n 

S(x) = x) — 2 -,- 

^ n— 1 n — 1 

o+/ X 2 X "+/ „ sin^-r 

S(x)=-- 0(x.-2.j^ 

— -- S (x) = - 4 Ö(x) -f- 4: c"s« !^ addierl folgt nach (9.) § S 

X X i^ 



2 X "-> , 2 X "+1, , " , , ^ sin*^ , ^ sin*-.- 

rO(x) +-rT 0(x)— 4 x)=^2 - --f-+2 — p-- 

n — 1 ' n-j-l n— i ' n-f-1 

11 TT 

n+1 n-l ,i3 1 u siir^.)- 

(n-l)0(x)4- (n-j-l)O(x) - 2- — ^()(x)--2n . — ^-^. (4.) 'j 

n 

Nun hallen wir für die S- Funktion die Differentialgleichung 
d^ +"^^ + ^ " 7 S(x) = 2xsin2- + 2ncüs2 ^ . 



n 



für S(x) seinen Wert substituiert, 



''^'Ä + -|^ + '^--n^)(T^W-2^ 



cos- -y 



= 2 x sur -— + 2 n cos-—- 

2x5 a«0 6^2 ^Q 2x» " ^, " , 2x " ^ .,cos«^ 

^-^ -^ 3 - 2 \ n -^ — 2 X- 

n ox^ ' n ox ' n n 11 

n/r 



= 2 \ sin 



2 
32 
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2 X 

man kur/e mit — , dann folgt als Differentialgleichung für die 

n 

0- Funktion 



( 



\^-^-\-S\ -. r ^ — n + 1 ) O(x) = xcos=*— -4-n sin*-, -inJ 

ox* c/x ' / 2 2 



§ 5. Untersuchungen über das Integral 

n 

der Differentialgleichung für die Funktion S(x). 

n 

Die Differenlialgleichting für die Funktion S(x) lautet 

x* —^ - X .- - - x^ — n- S ( x) ^ 2 X sin* — - -1- 2 n cos- — • 
\ c\^ a\ j 2 2 

Unsere Absicht geht dahin, diese Gleichung zu integrieren. 

Rs sei y eine Funktion, i^elche der Differentialgleichung für die 

n 

S-Funktion genüge leiste, so dass man setzen darf, wenn 



o*^ . o 



X* -TT-i + 5^ -— \- >^' — n* bedeutet, 



n n 



y = S(x)-f AJix) + HK(x\ (1.) 

wo A und B zwei arbiträre Constanten bedeuten, da 

, - y -^ r S(\) f A r J(x) -f- B . n K(x) und 

All_IJ(x)-f-13nK(x) = 0, 
somit darf wirklich das allgemeine hitegral der DifTerenlialgleichung für 

n 

S(x) gesetzt werden wie (1.) andeutet. 

Nun sei 

y = MJ(x)-f NK(x). (2.) 

wo M und N arbiträre Constanle bedeuten. 
Leitet man (2.) ab, so folgt 



n n n 



|y = M-^jJ3)-,-N^ (3.) 

0\ ÖX C7X 



und es resultiert die Bedingung 



J(x)P'-M(x)^ = 0. (4.) 
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Weiler ist 



n 



n 



n 



n 



n 



Subsliluierl man (3.) und (5.) in die DifTerenlialgleichung für die 

n 

S-Funktion, so folgl auf der linken Seile 



n 



n 



+ 



" [ ax " ax "^ ax t)xj 



+«j^+(^ 



X 



2— n«)! K 
1 ox ^x öx ^x j 






+ N x''.„, + x^-f-(x 



(X) 



(x) = 



denn der 2^ und 3**^ Posten der linken Seile verschwinden, weil 



11 



II 



□ J(x) ~ 0. IJK(X) = 0. 



Es folgl demnach 



\ S J (X) 

L ^^ 



V) SM . SK{\) 5N 

^^_ 9 — .1 — ■ ■ - ■ ■■ • — 

X 8x ^ d\ d\ 



= 2 X sin* -^ -f- 2 n cos- -— 



und es resultieren die Bestimmungsgleichungen 



d](\) dh\ , dK(\) c^N 2 r.,n7r , cos^^l 
ox cxox dx XL 2 ^J 



n 






(6.) 



11 



n Q K(x) 

Die obere Gleichung mit — K (x), die untere mit ^ tnultipliziert 
und hernach addiert, ergiebt 

h^K(x) '", ,aj(x)laM 2 r . .IITT , cos'^l».^ 



■^/• 



Die Klammer der linken Seite ist nach der Weber'schen Formel, 



siehe I. Heft, Seile 45, Formel (5) = 



nx 



daher hat man 
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1171 

2 dS\ 



2 I . , \\7r , CdS^-ä"] " V 



n 7t 



SM 

= — /c 



s,n^_ -j-n_-___| K(.\) (/.) 



Man niullipliziere im System (6.) die obere Gleichung mit J(x), 

11 

die unlere uiil — ?-— und sublrahiere 

I^J (X) -. - - k (X) -^ ^^ - J -^- -^ - l^s.n-- f- n — - I J (K) 

> ^^^ ' 

wie früher-- — daher folgt aus dem gleichen Grunde wie oben 

71 \ 

r- 1177 

2 aN 2 



a 



Jim dx X ^ 

117? 



[. n/r , cos2-2-] " 



Nach den Formeln (7.) und (8.^) ist somit die Integration auf 
eine Quadratur zuriickgefiihrl. Wir betrachten nun bloss Gleichung 
(8.), (7.) ergiebt sich dann von selbst. Es sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden : 

1. n gerade. 

2. n ungerade. Im letztern Falle sei n = 2 ra -f- 1; ^^nn ist 
nach (8.) 

d N ^ 7c sin'^ (2 m + 1) ^ -|- - --- - cos^ (2 m -f 1 ) ^ J (x) d x 

2 in -h l 

dN==/f.J(x)d X 



r2m hl 
J (x) . d X (9.) 

Ist n gerade, z. B. n = 2 m, 

d N = /r I sin^ni/r -\ — j J(x) • d x 

J(x).— (10.) 
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Nun soll Formel (9.) umgefonnt werden. Nach Abschnill 1. 
§ 1., Formel (6.), I. Hefl, S. 27, lial man 

a \ a afl 

.\> a I J (x) = — X J (x). man dividiere durch x 

di a J , «j-i 

-r J (\) ;!-= — J (x\ setze a — 

|^=-J(^) (11.) 

Aus Abschnitt 1, § 1, Formel (5.), I. Hefl, S. 27, folgt 

(x^ + aj J(x)=^xJ(x) 

all a-1 ßj 

J (X) - J (X) - - 2 — ■ (12.) 

Nun setze man für a successive die geraden Zahlen 0, 2, 4, 
..2m und berücksichtige (11.) und (12.). 

d X 
«> 

J(x)- Jvx)==-2-'^-? 

(7 X 

4 

J (X) - J (X) ^ - 2 ^ ♦^ 

d \ 



2m + l 2m -l ^ 



Jm 



ii-f-l 2m -l r/ J (\1 

J (x) - J (x) ^ - 2 ~—, addiert 



2mfl ^ 

J (X) = - - - 




(13.) 



-2; 2;. 

Bekanntlich ist J (x) = J (x) und nur J- Funktionen von un- 
geradem und entgegengeselzlem Parameter haben onlgcgongeselzlen 
Wert. Wir ziehen daher slatt der doppelten Summe bei (13.) vor 
die Parameter die Reihe 
— 2 m, -~ 2 m -f- 2, — 2 m |- 4, .... — 2, 0, 2, 4, ... , 

- - 2 m — 4, 2 m — 2, 2 m 
durchlauTen zu lassen. Da nun ebenfalls gilt 
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- (2ra-H) 2m-f 1 Sm+l 2iu-f 1 

J(x)=( — l) J (x) = — J (x), SO schallen wir die fehlenden 

ungeraden Parameter, da sich die entsprechenden J- Funktionen gegen- 
seitig aufheben, ein, dass wir folgende ununterbrochene Reihe von 
J- Funktionen haben 

— (2m-|-l) +2m — (2in— 1) —2-10 1 2 2m- 1 2in 2in+l 

J, J, J, J, J, J, J, J, J, J, J 

und (13.) geht aber in 

2m-fl d ^ X 

^'^A=- -(2m+l) 

Diesen Wert in (9.) substituiert und integriert folgt 

^^ ^ I ^ ^ 2 m 1-1 -"»+1 I 
N = — 71: ^ J(x) = — ^r ,iij J (\) — cos« ^.^.J(X) . 

A- -(2111-1-1) L;.= -(2m+l) ^ J 

Im 2^^" Fall, wo n gerade ist, folgt mit Hilfe von I. Heft, 
Abschnitt I, § 1, Formel (6.) 

a 

a " "+^ o J(x^ 

- J (x) = J (X) I r^^ -^ wenn a =:= 2 m (15.) 



2 in 



2 m-'" 2m+l d}(\) 

— J (X) = J (X) + -^, also 



r-A=2 m 



2m-"V , a 

--- J (x) -- - 






also nach (10.) 

,1=2 m 



21 

A=— 2i 



2 m 



N = — 7i: I ^^ J (X) — cos'* m 7€ J (X) I (16.) 

.= — 2ni 

Fasst man (15.) und (16.) in eine Formel zusammen, so hat man 

i- A=ii 



^ J(v) -cos«"-'' J(x) 

;.=— 11 'S J 



N = - ,f ^ J (V) -- c(.s« -- J(x) (17.) 



n n 



Den Ausdruck für M erhält man, indem man J (x) durch K (\) 
ersetzt und das Zeichon ändert 






M =_ 7r I ^ K (X) — cos^ "'" K(x) I (18.) 
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Nach (8.) ist 

y = M J (x) -t- N K (x) = 



n 



M . K(x) 
iN . J(x) 



7C 



2 



K (x) — cos« -i K (X) . K (x) 



2J 



n/r 



iz 



K(x) 



(x) — cos^^^ J(x) . J(x) 




n 



K(x) 



2J 



, demnach 



11 






(X) . J(x) 



II 

y 



n 



7t ^ ( J (x) K (x) — K (x) J (X)) (19.) 

;.= — II 
y beslehl demnach aus einer Summe von zweislelligon Delerminanlen. 

n 

Ist A = n, so folgt y = 0. Die Frage ist nun zu beantworten, ob 

u n II 

d«is Integral y mit S identisch ist. Die Funktion S (x) zeichnete sich 
durch folgende Werte aus: 

S(\) = 0, S(x)=— und die Funktion genügte der 

Rekursionsformel 

S (x) + S (X) - 4L s (X) ^ 



4 cos^n>r. 



X X 

1 

Gelingt der Nachweis, dass y und y die nämlichen Werte liefern 

Ol n 

wie S und S und kann man zeigen, dass y der nämlichen Ueknrsions- 

n 

formel wie S(x) genügt, so ist die klenliläl der beiden Funktionen 
bewiesen. 



Schon wurde gezeigt, dass nach (19.) y = ist. Selzl man 
n = 1, so darf X die Werte — 1, 0, 1 durchlaufen. Wie leicht 
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einzusehen, heben sich die Ausdrücke für — 1 und 1 auf, fulglicli 
kommt bloss noch ^ = in Betracht, demnach ist 

1 /l 1 >. 

y == :rc U (x) K (x) — K (x) J (x)), nach I. Heft, S. 46, 

2 
Formel (6.) ist aber die Klammer = — ^ daher wirklich 

1 2 * 1 

y = — , d. h. y stimmt mit S überein. 

Was ist nun der Wert der Rekursionsforrael 

Hfl n-l 2 n ° 

y + y — — >' = • 

iNach (19.) ist 

n-fl ^^ /n+l ^ n-fl X ^ 

y -r 7r ^ (, J (X) K (X) — K(\) J (X)) er.) 

A=.-(n+lJ 
^=(n-lj 

n-l ^CJ /n-l X n-l A . 

y ^7c ^ U(x)K(x)- K(x) J(v)) 

^SJ /u— 1 ). n— I A V 

^ ( J (X) K (X) — K (X) J (X)) 



;.-=-ii 

'i\ — l n n— 1 n 



•II— i n n— 1 u >v 

- TT (J(x) K(x) - K(x)J(x)) 
(-l)"7c (Ttx) K(x) -"k(xJ J(x)) 



l 

u — 1 n n-l n 



Nun isl I = - /f (l -f- (-1)") ( J (x) K (x) — K (x) J (x)) 



nach I. Hefl, S. 46 (6.) = — — r 
2 / «K 2 

- (14(-1))- ^ 



(l 4 (-1)") - l (l +cosn.^) 



= — cos^ — ^ , daher 
X 2 

y - .. ^ ( .1 (X) K (X) - K (X) J (X)) + --- cos« ~ - f^.) 

A«=— n '^ ^ 
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Unler Berücksichtigung von a,) ß.) und (19.) folgt 

n4-l n-1 2n " 

y + y — r- y == 



n 



2r /n^i „_i 2 n " \ >L 



>■ 



■'v^ 



= (Formel 10, § 1, Abschnitt I, 1. Heft). 

u-l-l n-1 2U " \ ^ 1 

K(x)-t-K(x)-^K(x)j J(x)| 

V ^ 1^ 

z=^ 0, aus dem gleichen Grunde 

, 4 cos'' "2" 

r ' 

X 

demnach 
n-M n-1 2n ° 4 , n/r . _ _ . 

y + y — r^""T" ^^ ~2~' ^ ^^ 



n 



eine Rekursionsformcl, die mit derjenigen für die S-Funktion voll- 

n n 

ständig übereinstimml. Die Funktion y ist daher mit der S-Funktion 

n 

identisch, und das Integral der Diflerentialgleichung für die S-Funktion 
lautet demnach 

S(x)=7r^ (j(x)K(x)— K(x)J(x)). (21.) 

\\n 

Da nun (x) = — -^ + — S (x), so folgt 

X Z X 

A=ll 

0(x) = -|f ^ (j(x)K(x) - K(x) J(x)) -I- -'-\-i- (22.) 



n n 



Durch (21.) und (22.) sind sowohl S(x) als auch (x) in einer Summe 
zweistelliger Determinanten von J- und K- Funktionen, also Bessefschen 
Funktionen erster Art, dargestellt. 



vni. 



n 



Die BessePschen Funktionen T (x) 



II 



und U (x) und ihr Zusammenhang mit der 



n 



BessePschen Funktion IL Art O (x). 



§ 1. Lineare und homogene Darstellung der Fnnktion 
K (x) J (x) Log -^ darch Bessorsche Fanktionen 

I. und IL Art. 

Nach dem I. Heft, S. 38 und 39, § 4, Formel (8) hat man 
>i=n— 1 






h Log~- ./a+l) - ^(i |-n-l)l {!.) 



.'i ]^ l\ (ii-f-A)! 

Es ist ./(-l+l) = ,/(!) -f- l f- .^ I |--i-=./(l) |-s| 

.i{x-\-ii-\-i)=^.i(i) \-\ 1-4- + + t4^=-^o) I-s ^ 



2 '■••' A|n '■ A+n 

-^/(Afl)-./(^}-n+l) = -2^/(l)-S^-Sy 

^-_ 2./(l) - 2S - i-- + yt (n+^+1) - A{X-\-\) 
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Dies in (1.) subsliluierl, giebt 

' 2 (-•■' ^ ' 



+ ^^(-1) 



[2 Log y - 2^(1) - 2 S -^ +^(n-f A+l)-^a-l-l)l 



^<1 



2 r, X ^,, l',\, 1 ^(n-; t-i)! /xV^— 



(.i(n+7-|-l)-.i(;-fl)) 

2 NJ_ 1 (-1) U; 



Nun isl bekannllicli 



(2.) 



l<\ 



b (x) = ^ Tl — 



! / X 



A=0 ^ ! \ 2 

ferner sei eingeführt: 



TW = -2fc^ 



2-1— n 



Ad 

;i=oo /x\"+2^ 

"Vi i (ä/ 



Dies alles beriicksicliligl gieliE Tür (2.) 



KW = -^7fl-»g-|- --((1'Ijo 



Igeiide Funktion linear und liomogen durch Bessel'üülK! 
und II. An dargestellt isL: 

J (X) . Log -^ - ^ T (X) - -^^ S (X) 



U,x) ^(l)J(x) (Ü.) 

le Funktion T(x) qdiI ihre IntegralFannen. 

\lL^,- L-/(^ i-u i-i}-.7^Ä-i-i)l (1.) 



(-1) 

Kunkliun im Nullpunkt sielig sein soll, so kann die- 
li J-Funklioncn dargestellt werden. 

tr;iciile man darnach, die beiden Teile zu vereinigen; 
: fasse man zuerst den ^weilen Teil 



i!(»-H)! 



(-1) ( 



'> (t) 



■i \ 2 / 
line üiim Verschwinden beslimnile (irösse, dann isi 



_ 1 __ ^Iil+n+\) 

•/•(oK+i) " 'XiiH-»-!) ■ 



dann isi der allgemeine Terni von (2,) nichts anderes nh [c] in der 
linlwicklung / x \"^ ^^ 



Isl vietleithl der erslo Teil von (1.), als{i 
J=ii-1 

— ^i '- i -] in alinliclier Weise darstellbar? 

«an erseue im Aus,l™ck (-1) j-^.qrrV^) rJrTFJ+i^T) 
den Werl i durch A— n, dann golii dieser Ausdruck über in 



■i-ii \ 2 7 

Hier isl nun die Geratir vorhanden, dass A— n negativ werden kann. 



Wir niulliplizieren deshalb (3 ) im Zahler und im Nenner mit 

r(ii-i— s), dniin ist 

_■ J ^sin [(?.-ii+l) >T+e /^] 

I'(l—tt |-1 I £) 7'(ii-A-e) -f 

= - e.(-l/-" 
Seilt man dies in (3.) ein, sd kann (—1)^^^""' weggelassen werden 
und der Cüeflioioiil von £, alsu 

[e], wenn noch e im Ausdruck selbst ■= geselüt wird, lautet 



was gerade der allgemeine Term vom 1"" Teil von T{x) isl. Man 
darf deshalb sagen 

2(-l) 1 
\ßj 

j^ -ti J-(l+l+«l r(i+n+l .1 



--—1 also ^> ~^' Jlulliplizieren wir nocli Zähler 

und Nenner mit (n-{-2A)l, so fulgl 

fr.» - Ul in 2 '-(2^+ n+l) <-"(¥J „ , 

" - W '^__— ly/-(i+l+,)r(Il-|-X+l-.l " (n-|-2J)! "-' 

Man erinnere sicli nun, um Tfir T (\) ein Integral zu finden, an 

r(2 ^+iifi) „„■ 

seuen isl, an ^ ( ^ — '— rxiöir*"- '*^ ' = ' 






0iii tiiifülor Annäherung 
= I ~e Logt, 



SU isl der Cuerdcient von e, also 



-0 

1 = e''*' ">, r.ogl = i(2y-,r), — Logl^ = 4^y-|jdf, 
1 + , = 1 +e"*'-"' = e'('-?) [oK'"-;) -). „'fr-;)] 

Dies alles in (5.) substituiert, giebt 

_ 1. r (, _ I) »("+'" ■(.-»-"'(.-;) (2„„,,"+"d, 



2 e'^' '^ cos (c--J) 



sin f7 

i(2,-3) 
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Es ist e~'"*"2 ==(— i)"; nimmt man von (4.) noch ( — 1) ■.= (— i) 

dazu, so hat man im ganzen ( — i) 

Fassl man von (4.) und (6.) alle Potenzen mit dem Exponenten 
(n-(-2A) zusammen, so hat man 

X \n-\-2l n+2A 

— i-^2sin^) = (— ixsin^) , 
daher folgt schliesslich 

T(x)- 



( "( u\ in«' ^^ (— ixsiiitj) 

J (f - ä)' 2. -„+^ ^ : 



\7C 



— ixsiny? 

die Summe darf ersetzt werden durch e , dass wir erhallen 

T(x) = A P(^_|)e-'(-"^-"^)d^, (7.) 



t 


n 



eine erste [ntegralform für T(x). Dieselbe kann noch umgeformt 



K . n K 



werden: Nach der Formel — '^ , wobei n gerade, setze man 

dt 

ü 



n r^/ 7r\ -i(xsin^-n^ 



• ^ii ./ (^"Ö' 







(l(p 



{(xsiiif - iif) 



+ j V-2)' 



dann führe man für (p den Wert (^r — ^), statt i(xsinfj — n^) den 
Werl iz, fasse zusammen 

'^ 1 C'' /n \ /^ iz — i7A 

T(x) = -^ — I ( — — 9)[^ "~ö jd^? und erhält schliesslich 



2 r^'A/ir \ 
T (x) = — I ( — — (fj sin (x sin 9? — n <p) 6<p (8.) 





n 

als zweite Form des Integrals für T (x). 



• i— . r-x.---;- .'-?.,■:-. .— ■■■-..*.— •.■;- ^.T-- •. ..-j-'^j 
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n 



§ 8. Ableitung der Sammenformel für T(x) 

Man denke sicli den lüinheitskreis und nehme die Variable x 
beliebig in der Fläche desselben an. nur nicht im Nullpunkl. Hierauf 
bewege man x gegen die Peripherie des Kreises und beobachle den 

Werl des Ausdruckes Log (1 — x). Da 1 — x = re'*' gesetzt werden 
darf, so ist Log (l — x) = Log r-j-iw. Bewegt man x gegen die 

7C 

Peripherie, so ist, wenn w = -^ — — , v == 2 sin - , also Log (1 — x) 

=^ Log (2 sin -^ j — i ( ^ ~ 2 )' ^'*" ^""^"^ 

-Lüg(l-x)= Log2sin-|-+i [^ - ^ (^O 

So lange sich x innerhalb des Einheitskreises beßndel, kann 
auf der linken Seite von (1.) entwickelt werden: 

2x' i6> 

-y-» x = e 

ic(9 



- Log (1-x) = ^ - = ^ — - - f I ^ -^— (2.) 



A=l ^ A=l '^ A=l 



Durch Vergleichung von (1.) und (2.) folgt 

= — Log 2 sin r^ ^3.) 



2 



».1 » 

A=oo 

'^ siia _ £r 

JS ^~~2 2 

für (3.) und (4.) gilt < < 2 tt. 



(4.) 



2 r''//r \ 

Man erhielt für T (x) = — I I — — ^] sin (x sin ^ — n f ) d^-'. 



7t ^^ sin 2/^ 



Nach (4.) ist — f = ^j = — ^ und setzen diesen Wert 

n 

in T(x) ein, indem wir allerdings für die äussersten Grenzen und 
jt ein Auge zuzudrücken genötigt sind. 
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sin (x sin <p — ü(p) sin 2 i ^ d^. 



/ 



2 sin (x siny — n ^) . sin 2 ^ ^ = cos [x sin ^ — (n + 2 X) (p\ — 

cos [x sin (f —{x\ — 21) <p\ 
daher zerfällt T (x) in zwei Teile 

\ cos [x sin ^ — (n + 2 X) ip\ A(p — 



8^ 



"V 



r 



Die eingeklammerlen Integrale sind nichls anderes als die 
1*« Fundalmenlalform Bessels (vergl. I. Heft, S. 10 und 19 u. a. o.). 

n 

Es folgt demnach folgende Summenformel für T(x) 

A=c>o 
T(X) = ^ y [J(X)_ J(x)J. (5.) 



A=l 



n 



§ 4. Eigenschaften der Funktion T(x) und Ableitung 

ihrer Differentialgleichung. ^) 

Man geht aus von der Definilionsformel: 
;.=n— 1 

T(x) 



n ^_ 2 (n-^-D! /x-^^- 

rr-i i \ 2 



X=oQ / ^ \n-f-2A 

+ 2 [^(n+^+l)-^(A+l)] (-1)' ^J/ ^^^^ (1.) 
A=-o ^ ! (n-f ^) ! 

und 



'<\ 



CM _ N (n-^-1)! /x W+" 2 . n^ 

S(x) == ^ ;jl l-ö-j - — cos» -^ (2.) 



i=0 •■• \ - / n 2 



4' 
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Da ferner 
^ = ^(n+X-f-1) - ^(1), also ^(n-}-/(+l) = S^-y + ^(1), 



^ = ^ (>i+l) — ^ (1), also A {l-Y\) = s4- + ^(1), 



n 

SO kann man T (x) eine andere Form geben, indem man bei der 

V^^ Summe X von an laufen lässt 

z=n— 1 

^r . Sr ^ ^ (n— A-1)! / X V^^"" , 2 , nw 



+ l^i--l-]'-'5 



;i!(n+;o! 

Selzl man R(x) = ^ (n-^— 1 )| / ^.V^^" ^ (3.) 

SO folgt als Ausdruck für 

T (X) =^ s (X) - R (X) + ^^ [s --JJ - s -^J (-i)^irö,:p3T 

H cos^ — - — (4.) 

' n 2 ^ ^ 

Hiebei ist daran zu erinnern, dass für jedes einigormassen grosse 

2 o n=^ 
n das konstante Glied — cos^ -2" weggelassen werden darf. 

/ a \ " 

Wir beantworten nun die Frage: ( x^ -j-n I T (x) = ? Es ist 
x-^ + n) S(x) = xS(x)-2cos»-^, («) 

x-^ — f-n) R(x) = xR (x), denn es ist: (y) 

A=n— 1 

^ I \ nr ^ "V (n— A-l)l /x\2A-n p -, 

X ^ + " j R C^) = ^^ XI (t ) [2^-«+"] 
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2 (n-A- 1)! /x\ 

2 ■ -ji=-\jr [yi 



2i-n_ '^ (n_;t- l)! / x_V^~"-^ 
" ^ (>}— 1)! \ 2 



Man ersetze darin i. durch ^-j-1, dann wird : 

;.=n— 2 
ö . \ i> "V fn— /-2)! /x \'^^-n-l-l 



X 



Öx 



. ^ S ■ N "^ (n-/--2)! / X Y 



also ist C;') richtig. Ferner ist 

x=oo / \ \ ' 



n— 1 

R(x) nach (3), 



X 



Sx 



+„)2(-./\f47,Trs-4j-.sii 



il^=oo 



X 



n+->A— l 



^ \^'~'^' ^'(n+^-D! r H=ra" " '"^Tj 






X \n+2A— 1 



(i) 



(- 



A-0 



A! (n+>?-l)! (n+il) 



.'1 



2 



— 1^ 



X \»+5>^ 

V, (n+^)!' 



ÜT L^"^^ mT^T - ^VJ 



{^) 



n 



J(x) 



Werden nun (a) (^:?) (^) und (J) zusammengenommen, so folgt: 



n 



n-1 



X\jC 



n/r 



n-l 



xy--f n 1 T (x) = xS(x) -- 2cos2^+2cos2- — \R(x) 






!K4i::i-4] f-^^^^ 
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A=CXD 

n-1 n-1 



x| S (X) - R (x) -f-^ (— 1/ 

il=-.0 



/x\n+2i-l -1 

Ui [o J oll 

A!(n+A-l)lL n+;i-l l}\ 



+ 2J(x) 
Nun ist aber nach (4): 



»-1 a-l n-l ^ i\ 2 / r ^ 1 ll 

T (X) « S (X) -- R(x) +2 (-l)'}r(^^[^S+Ä^ 



2 , {ü—l)fc , , 



Der obige Klammerausdruck entspricht dem Wert 



T(x) — sin* 



n— 1 2 

und wird dieser Wert für die Klammer substituiert, so ist dann> 

x-^ + nj T(x) = xT(x) - -j^ sin^'^-f 2J(x). 

Für jedes etwas grössere n icann man aber sowohl in (4) wie 
in (e) das konstante Glied vernachlässigen, dann fällt (ß) weg und der 

fragliche Klammerausdruck entspricht dann einfach T"~\x), so dass die 
Relation herauskommt: 

x|^ + n) f (X) = xV (X) - 2 cos« "^ + 2 J (x). (5.) 

Ferner l\-^- — nj T(x) = '? 

d \ ^ ^+^ n/r 

x/^ -njS(x)=-xS(x)+2cos«l^; (a) 

das konstante Glied — cos« — in (i) soll vernachlässigt werden. 

Q \ n n+1 

x^- nJR(x) = — xR(x), ifi) 

denn es ist: 
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2;i-n 



— Il" 



n+l 

R (x) nach (3) ; 
also ist (/!/) richtig. 



A 2/ r„_i ,,j_i 

yi! (n+;.)! L n+-J Ä J 



2 




^ ' (>J— 1)! (n+A)l L n+^ >t— 1 J 



A=0 



2- -^'' 



J^^ '^ l!(n+>i)! 



n 



2 J(x) 



(a) (/9) und C;') addiert geben: 

(^x 1^ - n j T (x) = - X S (X) + 2 cos« 5^ + X R (X) 






X ^ 

;.=oo / X V I ' 

n-l-l 






-I- 2 cos» ^ — 2 J (xj. 
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Nun ist wieder nach (4): 

x= 

n-H n-J-1 n-hl 

T(x)«S(x)-R(\) + 



(4): 



wobei allerdings die konstante Grösse — p— cos* — ^ vernacli- 

n+i n-fl 2 

lässigt ist; der Wert von T (\) entspricht aber dem Ausdruck in der 
Klammer, daher die Relation: 

x-^— nj T(x)= - xT(x)-|-2cos*-^~2J(x). (6) 

II 

Addiert man (5.) und (6.), so erhält man auch für die T-Funklion 
eine elegante Relation 

T(x)-T(x)-|- 2-^^ = (7.) 

Subtrahiert man (6.) von (5.), so folgt 

n-fl n— 1 2n ° 4 / n/r " \ 

T (X) + T (X) - ^ T (X) - -^ / cos*^ - J (x)j (8.) 

Zur Ableitung der Differentialgleichung für die T(x)- Funktion 
untersuche man folgenden Ausdruck: 



[[ 



2 n cos*^ ^ — (x ^^ ~\~ n] 2 J (\) 



^2 n ^ a n 

I = ^' ^y. '«^ (^) -\- ^ -^- T (x^ - 11* T (X) («.) 

S n|-l n-l-l u+1 

II = x^-. - T(x) f- X T(x) + n X T (x) 

- x /x-^- f n -f- 1 j T (x) = x^ T (X) - 2 X J (x) 

-f- 2 X cos- — -^ 

=- x^* T (xj - 2 X J (\J -I 2 x sin« ""^- Ql) 
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(a.) und iß.) zusammengenommen und für I x^ — |-n l 2 J (\) denWert 



n-l 

2 X J (x) eingesetzt, folgt 



fx« -|^ + X — + (x«-n*) I T (X) = 2 n cos«"|'' 

+ 2 X sin« 4- — 2 Vx J ^x) + X J (\)) 

2n J(x) 
und schliesslich 

+ 2 X sin* '^ - 4 n J (x) (9.) 

dt 

n 

als Differentialgleichung für die T- Funktion. 

§ 5. Andere Ableitung des Integrals nnd der Saminenformel 

für T (x). 
Nach Formel (8.) § 4 hat man 

n-fl n-l 2 



T (X) + T (X) — — T (x) = - — n ^x) - cüs^ -,^- ), .«. 



) 



n n 



ferner ist T (x) = — (— 1)" T (x), (/^.) 

t\x) = + T (X), (y.) 

T (x) = 0. (fJ.) 

Man benutze nun die Entwicklung der constanlen Zalil 1 nach 
ßessePschen Funktionen 

(x) = J (x) I- 2 ,^ J (x) (eO 

Aus a.) folgt für n=^0 

1 -1 4 / ^ A 

T(x) + T(x)-^— (^l-J(x)j, 

nach y'.) und c.) ist 

n=oo 

T(x) = — ^ J(x). (1.) 

^ 11=1 



^J 2n a ^^ 2n 

1 = ^ J (X) = J (X 
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'' n J-1 n— 1 2 11 " 

Hua ist aber J (x) -f- J U) = — J {^)^ also 

2 n l /n+1 n-1 v 

— J('') = — (J(x) + J(x)j 



2 



2n I ,2nfl 2n— 1 \ 

J(x)=2^( JW-f-J(x)j. 



Dies in Formel (1.) substituiert, giebt 

n=oo ~ II— oo 



2 1 /2n4-l 2n— 1 v ^^ 1 /2n-|-l 2n-l x 

± ( J (X) -f J (X)) - 2d V ( J (") + ' ("))• 



n-l 


n 1 


Mit Rucksicht darauf dass 




211—1 

J(x) = 
wird endlich: 


l-2u 

-J(x) 


l=oo 





1 ^1^ 1 /1+2A 1-2A . 

T = :2l7 ( i(x)-i(x)). (2.) 

Aus den obigen Beziehungen folgt ferner, dass wenn man die 
Entwicklung fortsetzt, die untersten Terme in der Summe wegfallen, 
so dass z. B. 

A=C)0 



2 ^^ 1 .2^+2 2+2A . 



oder aligemein 



X = i ' 



k—CO 



T = ^ 4 ( J (X) - J (X)). 



.=1 ' 
Aus dieser Summenformel ergiebt sich auch das vorhin aufge- 

n 

Stellte Integral furT(x), wenn man die entsprechenden Integral- 

n+2A n-2A 

werte von J(x) und J(x) einsetzt und multipliziert. 

s 

Man lindet: 

n-|-2A n-2JL j /»^ 

J (x) — J (x) = — - I [cos (x sin (p — (n-}-2A] (p) 

Ü 

— cos (x sin <f — (n — 2A <p)] d<p 



2 r 

\ [sin (x sin <f — vap) sin 2A9?] d^. 



TT 
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Nun war aber 



CO 



^^ sin 2?^<p /r 



i " 2 ^' 



daher: 



f (x) = 7 I I -r (p) sin (x sin tp — n^) d<p. 



n 

§ 6. Eigeasehaften der Fanktlon U (x). ^) 

X A + „j 5(,) = x2 (-1/ s^jiT 1iWä=iT! 

i=oo / X \"+2^-l 

X -^ ■}- n) h (X) = x°ü\x) + 2 J (X) (2.) 

,_ / „ \n-f2i 

8 \- ^ . 1 (•'+2^)(-2- 



il=0 



;t=oo / X \ • 



-2(- 



/ X \"T^" 



1)' ,.M;n. s 



;.=o 



A! (n+/l)! n+A 






x-i 



n+X U-1)! (n+A)! 



Nun setze man ^^-[-1 slalt X 
"" ^^0 '^ n+Z-M AllnTi+l)! 
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Addierl man (2.) und (3.), so folgt 



(3.) 



n 



n+l n-l ^IJCx'^ 2 " 

U (X) - U (.) + 2 ^Ai^ = -|- J (X) (4.) 



Sublrahierl man (3.) von (2.) 



n-l-l n— i 2 n ** 2 ° 

ü (X) + U (X) - — U (x) = — J (X) (5.) 



n 



Um die DifTerenlialgleichung für die U- Funktion zu flnden, so 
selze man 



■*v- 



I n nfl 

= — 2 X J (x) (6.) 

^a n ^ n n 

I = x^-^^U(x) + X-, - IT (x) ~ nUT (x^ 
o\- ox 

ß n— 1 ß n— 1 11-1 

H = — x2— -— II (X) — x-;^— U(\) -l-n \iU\) 

= - X (\-z (n-l) )"u\x) = |- X- Ü (x), daher I und II zu- 
sammen in (6.) subslilüierL, ergiebl 

^3 S \ n n-l-1 

x«-^^ + X -^ + ^^-"M i: (X) = - 2 X J (X) (7.) 



Tl 



als Diflerentialgleichung der Funktion U (x). 

§ 7. Ableitung einer Relation zwischen den drei Funktionen 

S(x), T(x und U(x). 



Mit Rücksicht auf Formel (5), § 6, hat man, da IJ (x) =r= 0, 

n = 0, U (x) -f ü (x) ^-c ^ J (x\ also — ü (x) = U (x) — - J(x) 

-2 2—1 2—1 

n -- - 1, U (X) -f ü (X) -f- -- U (X) = — J {x\ 

-•2 u 2—1 2 1 

also U (x) =- — U (x) - - - U (x) — J (x) 
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n = — 



n 



—1 ~3 4—2 9—2 

2, ü (x) + U (x) -f — ü(x) = — J (X), 

Jak ^ 

also — U (x) = ü (x) 4- — U*(x) - 

3, U (X) + U (X) + - - d (X) = - - i ^x), 



2 2 



—4 

also U (x) 



-2 6 -V 

U (X) — — U (X) 



9 3 



allgemein 



-II 



-11+2 



(— 1)" ü(x)= (—1)"-' ü(x) -I- (-l)"-'2 



Nach Definilion ist 



„_. n-l-»4i 



n-1 



X 



U(x) 



J(x). 
(1.) 



n 



(«.) K(x) 



o n Y 1 ° 

- J (X) Log- = - T (.) 



1 ° 
S{x) 



/r 



n 



2 " 2 

— u(x)- --^a)j^x\ 

7C 7V 



ebenso 



9 —II 



K (X) - ^ J (X) Log l- = ^ T (X) - ~ s"(x) 



O - n o — n 

— U(x) .'/(l)J(x); 



yC 



mulliplizicrl man jedes Glied niil ( — 1)° und berücksiciuigl, dass 

(— l)''K(x) = K(x) 

(-l)"T(x) = J(x) 
— (— l)"7(x)^ T(x) 
-(-l)"S(x) = S(x) ) 



; so folgt 



u 



(i^.) K(x) 



2 " , ■ X 
-J(x).Log-- 



1 " 1 " 

- — T (x) I- — S (X) 

Jt 7h 



II 



- (—1)" . — U (X) - - ^(1) J(x). 

7t 7t 

Addiert man {ct.) und iß.) und dividiert man durch 2, so folgt 

K (X) - -- J (X) . Log 4- \ (ü (X) 1- (- 1)" TTcx)) (2.) 



JC 



Jt 
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Subtrahiert man ß.) von a.) und ordnet man 



f (X) S (X) (Ü (x) — (—1)" ü (x)) = oder 



7t 7t 7t 

—XL 



ü (X) - (~ l)'^ ü (x) = T (X) - S (x) (3.) 



§ 8. Ein Integralaasdrnek für U(x). 

Aus 



(^) 



n ^Fx 1" 1** 

K (x) - — Log— + ^ (1) J (X) = — T 

7t \^ Ct J "Jt 

folgt - i S (X) - A u (,) 

_ K (x) _ -L T (x) -f- -^ S (X) (1.) 

7t jt 

Auf der rechleii Seile von (L.) selze man die sachbezügllchen 

Integrale ein (vergl. f. Hefl S. a7, H. Heft S. 47, Formel (8.), ferner 

S. 26), dann folgt 

1 C^ 
(1.) = — j sin (x sin ^— n if) ^(p 



± C^^—S^^x j-,n;r _,. (_i)°e-"^] dyp 





~ 7? I ( f "~ ^) ^'" ^^ ^^" ^"" ^^ *^^ 



Zuerst nehme man das 11^ und IV^ Integral zusammen und 
man bekommt 



-""^/ 





Auch das 1** und III*^ Integral kann man vereinigen 

1 r^ 1 c^ 

— I sin (x sin 9? — n ^) d^ j sin (\ sin ^ — n 9?) df 

jt f 7C 
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-j j I sin (x sin f — n^)^d^ 

2 /*^ 
= — 5 j sin (x sin y> — n 9?) ^ d^. /y.) 

"1/ 

a.) und i^.) in (1.) subslituiert und auf U (x) aufgelöst 

» r X 1 1 T'' 

U (x) = J (x) j Log — + ^ (1) I ( y' sin (x sin ip— n ip) ^(p 

'0 



^-xp„;.-n;rd^ (2.) 



V 
Selzt man 

,'»71 /»OO - 



n 1 ,'^71 /»< 

Y (x) = — I {p sin (X sin f» — n f ) d^ -f- (—1)" | 



so folgt 



ü (X) = J (x) . I^Log^ + A (l)j - V (X) 



(3.) 



§ 9. Darstellong der Funktion Ü (x) durch BessePscbe 

Fanktionen I. Art. 

Nach Definition ist 



n-f>i ' 2 • 3 ' ' >l4-n 

Es ist nun 
1 



1.2.3... (n-|-A) 

+ 1.2.3. .T(lH^7 V ^" T + T "^ ITfXJ "*" 

1 



(l — e) (2— «) (3 — e) (n-j-A - «) 
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daher unter Berücksichtigung von (1.) 



n 



^-°°(— 1) . ' * 



J (X) -f- £ U (X) + 



f— XI (1-e) (2— s) .... (n+X-e) 



n n 



X 



\ f n—t 



j (X) -f fi ij (X) 4- = r(i-6) i^—j . j (X) (2.) 

Zur Abkürzung gebe man dem Symbol Q folgende Bedeutung 

n = X* :, a h '^ ii — + X*— n'*. 

Übt man dieses Symbol auf die linke Seite (2.) aus und be. 
schränkt man sich auf die tiefste Annäherung, so erhält man von 

n n 

links den Posten £ . □ U (x) d. h. der [e] ist □ V (x). Rechts ist 

r" (1) 

r({ — s) = r(l) — "Y e -\- in tiefster Annäherung 

= r(l) — ^i(l) . c, daher 

r(i-6)D (-^y V(x) = (r(i) - ^(1) . e)eP, wo( |-yT(x) 

yj e ^ P, X = Log X. 
Daher ist auf der rechten Seile der Coefflcient von (e) also 

[e] .= D . r(i) . p =- D (-|-)'"j W' «»^« 

D U (X) = D ("2- j J (xj (3.) 



Setzt man Log x = /, x-z— -^ -^r — also x- 



d\ ox f'X 



a 



+ X -/. - = 



ax öx* 



denn, wenn nach Taylor entwickelt wird, so hat man (4.) 



so ist ^ „ 
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(p + P'h + -g- P"h* H j (q + q'li + 2" P''* + ■ ■ 7 ' 



woraus der Coefflcient von 

1 



[ 



h« = p q -}- 2 p q -f q p . 



2 

Wir addieren bei (4.) links und rechts, um das Symbol Q zu 
erhalten, den Ausdruck 

("■-"■) ((i)* "' 

und führen bei (3.) wieder x ein, so isl 

+ X 4f -I- ('i*-"*) P 1 (5-) 

P genügt aber, da n — e der Parameter der darin enthaltenen 
J- Funktion ist, der DilTerentialgleichung 

x^ -j^ + X -^ + [x'' - in-ey] P = 0. (6.) 

Subtrahiert man (6.) von (5.), so bekommt man 

n / X \* r ^ P 1 

€ n U (x) = I —I 2 e X -^- 2 n « P . Nun dividiere durch e 

□ U(x) = r^)' 2 X ^ — 2 n P L setze e = 

n 
n 5 J n 

DÜ(x)=:2x-^-2nJ(x) 



DU(x)= — 2 xT(x), (7.) 

n 

was die früher erhaltene Differentialgleichung für die U -Funktion ist. — 

Berücksichtigt man die Formel (1.), so beginnt die Entwickhing 
der ü- Funktion mit 

' (X), > («) J (s). 

" V 2 / ^ * 

Der tiefste Term in J (x) ist - — r— und U (x) beginnt mit 
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X '^ 



1 V 2 

S • -^^ — r^> also ist J (x) in der Entwicklung der U-Funklion mul- 

n n! 

tipliziert mit 

S =1 -f -TT- -I- -TT- 4- • • • • H > daher 

n '23' ' n 

" /l 1 1 l\° 

ü(x) = (l.f4- + 4- + i- -l--)i(x) 

>l=cx:> 

2n+2jl 
A ^ J (X) (8.) 
1=1 

Dieser Ausdruck soll nun in (7.) substituiert worden. Übt man 

Q auf den ersten Term von (8.) aus, so erhält man 0, beim folgenden 

hingegen .^^ D J (x). 

nf2; 

Setzt man P = ^(x), so ist die Frage: 

3*P d P 

a P = x«-^ + x-x^- + (X«— n«) P =- ? (9.) 

dx* ox 

P genügt aber folgender DifTerenlialgleichung 

ex C X ^ ^ 

Subtrahiert man (10.) von (9.), so folgt 

□ P == [(n + 2>i)« - n*] P oder 

n+2i n4-2A 

aJ(x) = iX{n-\-X) . J(X) (11.) 

Übt man daher Q auf die linke und rechte Seite von (8.) aus 
und berücksichtigt man (7.) und (11.), so folgt 

A=oo 
n+1 %^ n+2A 

2 X J (X) + ^ 4 i (n+;i) .^^ J (x) = 
i=l 

J (X) + ^ A (n-f-A) ^^ ^^ = (12.) 

A=l 
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I 



Es besieht die Relation 



n+l n -l O n n 

J (X) -I- J (X) — J (x> = 0. 

X 

nf-l n— l Q r» n 

J(x) + J(x) = -— J(x); 



um diese Formel anwenden zu können, schreibt man (12.) in folgen- 
der Form 

und erhält die Gleichung 

'W + 2i^f -^J JW + J(X)]==0. (13.) 

Es soll (13.) nun linear und homogen in Bezug auf sämtliche 
J-Funklionen gemacht werden; wir notieren 

I II 

Es ist 

in der ersten Summe setze man ^.-j-^ ^^^^^ ^ "'^^ nehme nun I und 
11 zusammen, dann erhält man 

;.==oo 

n-f-1 



1 + 






Aus (14.) ergiebt sich, dass sämtliche Coefflcienten verschwinden, 
daher darf man 



5» 
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setzen, also 

Dies in (8.) substituiert, giebt folgende Entwicklung der Funktion 

n 

U(x) nach J-Funktionen 

» / 1 1 1 \ ° 

U(x) = (l + i- + ^+... +-)i(x) 

A=oo 

V 1 f 1 1 >+2^ 

+ 2 (-1)^ [t -I- ^ J (X)- (15.) 

n 

Mit Hülfe der Relation (2.), wonach U (x) = [e] in der Entwicklung 

m-e) (^-^yilx) hl, 

können wir die Gleichung (3.) am Schlüsse des § 8 noch leicht 
finden : 

1 r 

J (x) = — I cos (x sin <p — n q) — n e) d(p 

CO 





Hier nehme man bloss den [e] heraus, 






-f — j ^sin(xsiny— nf)dy'-f-(— 1)" / e~''^'"^~"^ d 



Ü 

Y (X). 

Nun beginnt die Entwicklung von 

r(l— c) mit 1—^(1) . e 
X \* ... X 



2 / • l + «Log- 

n— « n n 

J(x) . J-eV(x), 



somit das ganze Produkt 



X '"-* 



/'(!-«) (-2 ) JW 



in tiefster Annnlierung mit 



— 67 



(l-^(l) . e) (l + c Log-|-) (j (x) - 6 V (x)). 



der Coefßcienl von e, also 



n 



[6] = ( Lüg y - ^(1) ) J (x) - V (x), daher 



n n 



U (x) = ( Log Y — ^(1) ) J(x) — V (x), wie früher. 



n I) 

§ 10. Zasammenhang der Schläflischen Funktionen T (x), U (x), 

n 

8(x) mit denjenigen TOn Nenmann, Uankel und Weber. 

Zum Schlüsse der bisherigen Unlersuchungen soll vergleichs- 
weise auf die von den obengenannten Herren aurgeslelllen Funklionen 
hingewiesen werden. Neumann stellt die Gleichung auf^) 

/l2 14 16 18 

Y = JLogz + aJ + 2(^-J--J+-J-^J + .... 

und betrachtet diese Funktion als 2^ partikuläre Lösung der Differential- 
gleichung 

"T^ + T 47 + *" = ^- ^^^'8^- Neumann S. 41. (1.)) 
Er bemerkt: 



«In dem für Y erhaltenen Wert ist der Coefficient a willkürlich ge- 
« blieben^ was a priori /u erwarten stand, weil die mit a multiphzierte 



«Punktion J schon an und für sich eine Lösung der gegebenen 
«Differentialgleichung ist. Der Einfachheit setzen wir a = 0.» 



Nach Neumann, Formel (18) S. 45, kann Y (x) so dargestellt 
werden : 

A=oo 

V? /_n^*2A 

Y(x) = J(x). Logx-2^^-i J(x) (1.) 

Die Convergenz von (1.) ist über jeden Zweifel erhaben. Nimmt 
man dazu noch folgende Gleichung, die C. Neumann auch gegeben 
hat'«) 

n 



"+^ n " , ^ Y fx) 

Y(x) = — Y(x) - ^ 



ä\ 



- (]8 -^ 
oder in unserer Form geschrieben 

ö \ n nft 

x^-n) Y(x) = — xY(x), (2.) 

so kann man den Zusammenhang mit den von uns nach Schläfli ein- 
geführten Funktionen nachweisen. 
Nach (1.) darf man setzen 

Y (X) = J (X) Log Y - -^ (1)1 + [Log 2 + ^(1)] J (X) 

Bekannllich ist 

S— = ^(n+l) - ^(1), daher nach § 9, Formel (15) 

U (X) = [^(n-l-1) - ^(1)J J (X) + ^ (-1)' [j + ^^j J (X) 
Setzt man hier n=0, 

A=oo 
- ^i^ r ^^^ 2>l 



A 21 



U (x) = 2 ^ ^—P i (x), dies in (3.) subsUluiert 

Y (x) = Log y - ^(l)j J (x) + [Log 2 + ^(1)] J(x) - U(x). (4.) 

Nach früherem (siehe S. 44) ist 
-^ K (X) = (Log-|- - ^(1)) J (X) -^S{x) 

n = 0, da S (x) =-. 0, T (x) = 

^ K (x) = (Log^ — ^(1) j J (\) — ü (x), dies in (4.) subsliluierl 

Y (x) = -f K (X) f [Log 2 + ^(1)] J (x) (5.) 

n 

Nun ist (2.) eine Rekursionsskala, der auch die Funktionen K (x) 

n 

und J (x) unterworfen sind, somit darf (5.) sofort verallgemeinert 
worden und man hat 
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Y (x) = ^ K (x) ^- (Log 2 + A (1)) J (X), (6.) 

daher unter Berücksichtigung von (^4a.) 

V (X) = Log X . J (x) ~ -i- S (x) -f -^- T (x) - IJ (x), (7.) 

wodurch der Zusammenhang zwischen den genannten Funktionen 
nachgewiesen ist. 

Was die von llankeP*) eingeführte Funktion anbetrifft, so ist 
folgendes zu bemerken: 

Hankel flndel für ein allgemeines n als andere partikuläre Lösung 
der Differentialgleichung 

x'^4 + X ,^' -|- (x'^— n^) y =-- die Funktion 

^x^ ^ X 

" , V ^ n/ii J (x) . cos n 7r — J (x) ^ 

\ (x) = 2/f • e — r-^ ^—^ oder 

^ ^ srn 2 n TT 

Y (x) ^ n{\-\-\ lang n /r) K (x). (8.) 

Ist n positiv ganz, so resultiert 

V(x) =7r K(x) (9.) 

und es hängt die Hanke^sche Funktion unter Berücksichtigung von 
(6.) durch folgende Gleichung mit der Neumann'schen 

Y (x) = 2 Y (x) - 2 (Log 2 + ^(1)) J (x) (10.) 

und mit der Schläflischen nach (7.) 

Y (x) == Log x« J (x) — S (x) f T (x) — U (x) 

-2 (Log2 + ^(l))j(x) 

Y (x) -= [Log x^ - 2 (Log 2 + ^(1))] J (x) oder 

Y (x) = Log (y) — 2^(1) J (x) zusammen. (11.) 

Die Schläflische K- Funktion stimmt, wir möchten sagen un- 
bewussl, mit derjenigen Weber's überein. ^^) 



Beispiele von Entwicklungen von Funktionen 
nach BessePschen Funktionen L und IL Art. 



§ 1. Beispiele von Entwicklangen nach 
BessePschen Funktionen. 

1. Es sei n = oder positiv ganz, dann soll der Ausdruck ( -ä ) '^^^ 

Bessel'sclien Funktionen entwickelt werden. 

Wir gehen aus von der Formel 



xs 
e 



= J W H-^ J W . t + (-1) t - J (x) 

k=i L J 



f22j(x).T^, (1.) 



wo 



■'/=¥['' + <-"■''"']■ 



[^1 ' 



— ) ist nichts anderes als der | ^4t^ I ^" ^^^ Entwicklung von e^*^, 



2 2 .^1^ 

denn e''^^ l+x8+^ + +-^ + 

" I- m (!)"+• -■ .. 

Nun aber ist nach S. 10, Formel (7) 
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Denken wir uns dies rechls bei (1.) substituiert und 

X — 2 ju = n 

^ = n -f 2 ju gesetzt, 
so wird der allgemeine Term bei (1.) rechts zu 

U • Ha 

/2s\" 
also ist iiier der allgemeine Term des Coefflcienten von ( — ) darstell- 
bar durch 

(n+2^i) ^ ^^, ^' J(x), daher 

fi I 



:=cx> 



L J /i=0 ^ 



Aus (2.) und (3.) folgt 

(n + 2^)^^±LH: j(x) 



X •" 



2/ n i"' 



(4-) 



Spezialfälle: Ist n =^ 1, 

u=oo 
X 'V ^^+^ 13 5 

Y =^ (2.U + 1) J(x) = J(x) + 3 J(x) + 5 J(x) -f '% (5.) 

Ist n = 0, 

2 2^ %1 A 

2 J (x) = J (X) + 2 ^ J (x) 

^-=0 A=0 

= J(x) + 2J(x)+2 J(x)-^•... (6.) 



2. Es sei eine Potenz von ( -^ j mit negativen Exponenten nach 
Besserschen Funktionen zu entwickeln. 

Wir gehen aus von 

— — = ü (x) J (y) -f- 2 ^ (\) J (y), mod, x >mod. y, (7.) 
"^■"^ A=l 
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m 



und suchen auf beiden Seilen den Coefflcienl von ( -^ 
Linker Hand bei (7.) ist 

A=öo 

X 

A=oo 

A 



= .1 ^ a 



^ A-ü ^ ^ 



Setzt man ^ = m und greift man den Term 

— /^^j = 2"M --) . (-| j heraus, so ist links bei (7.) 

Nun soll der Coefflcienl von (-^1 rechts bei (7.) gesucht wer- 
den. Da die 0- Funktion nur die Variable x enthält, so muss dieser 
GoefOcient mittelst der J-Funktion gefunden werden. Es ist 



Man setze A = in — 2 ju, dann ist entwickelt geschrieben 

m-2u \ ^) \"ö"/ 

also der Beilrag an den allgemeinen Term von 




2/ /i!(ra-£i)!' 

somit der ganze allgemeine Term des gesuchten Coefflcienten 

gleich 2 — r^, — - , ■ (x) und der Coefficient selbst 
/e! (m~/i)! 

2/ I ^J « (m — u)! ^ ^ ^ 

daher folgt aus (8.) und (9.) 
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1 /2 



m+l 



o y / =i -IT— — xT 0(x). (10.) 



Isl ni gerade, so kommt noch (x) J (y) in Belrachl. 

Über die Grenzen der Sumraalion folgendes: 

Wir setzen statt f,i den Wert m— |U, so ist der allgemeine Torrn 
von (10.) 

= r — -Vt (^) = ^-— L— •-!- iA^ (X) 

(m— /0!it'- ("1— i^O^ /'' 

= 7-^ — -V-r (X) = , ^ W , (X), 
(m— ^OU'! (m— «)!.«! 

also folgt 

1/2 \'"+^ NJ f— 1>" '"-2^ 

— — =2^— -^— if- 0(x) (11.) 



3. Es soll sowohl die Cosinus- a.ls auch die Sinus-Funktion nach 
Besserschen Funktionen entwickelt werden. 
Ausgehend von 

e"^=- J (X) + 2 '^M k + (-l)'t^'l 
setze man s = — ( t ), t = e^^, dann ist 



2 \ t /_ ix sin 



Rechter Hand ist, wenn A = 2 n gesetzt wird, 
1^2 n ^ 1^—2 n = 2 COS 2 n ^, also die rechte Seite 



n=oo 



= J (x) -\- 2 ^ "/(x) cos 2 n cp, (13.) 

11=1 

Aus (12.) und (13.) daher* 

^^ 2ii 

cos (X sin (p) = J (x) -f - 2 ^ J (x) cos 2 n <p^^) (14.) 

11=- 1 
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Selzt man in der ersten Formel rechls A = 2 n -j- 1, so geht 

t -\- ( — 1) t über m t ' — t ^ ' ^ 

= 2 i sin (2 n + 1) ^ 

und aus der Gleichung 

n=cK> 

COS (x sin ^) + i sin (x sin 9?) = J (x) -f- 2 ^^ J (x) . i sin (2n-{-l) ^ 

n=l 
folgt daher 

n=oo 

22n-fl 
J (x) . sin (2 n-\- 1) <p (15.) 

n=o 
Setzt man in (14.) v^ = -r-» so folgt 

11=00 

cos X = J (x) + 2 ^ (— if 7(x) (16.) 

n=l 

TT 

Setzt man in (15.) (p = -^» 

n=oo 

2 2n4-l 

( — 1)' J(X) (17.) 

n=0 

Nimmt man endlich in (14.) <p sehr klein an, so erhält man 

11=00 

^^ 2n 

l = J(x) + 2^ J(x) (18.) 

n=l 



und aus (15.) 



n=oo 



=^^ (2n-f-l) J (X) (19.) 



2 n=0 



Addition und Subtraktion der Argumente 
bei Bessel'schen Funktionen. 



Maltiplikation zweier Bessel'schea Funktionell I. Art 

mit einander. 



§ 1- 

Historische Einleitung. 

Mil der Addition und Subiraklion der Argumente bei Besserschen 
Funktionen hat sich wohl zuerst C. Neumann beschäftigt. In seiner 
mehrfach citierten «Theorie der Besserschen Funktionen», Leipzig 1867, 
S. 40, giebt er die spezielle Formel 

J(c+z) = J(c) J(z) -~ 2 J (c) J(z) 4- 2 J (c) J (z) - H 

gültig für sämtliche Punkte der z-Ebene. Damit deutet offenbar 
C. Neumann die Addition der Argumente bei Bessefschen Funktionen 
beispielsweise an. Viel weiter ausgeführt findet sich diese Addition 
bei E. Lommel in seiner ebenfalls oft erwähnten ebenso wichtigen 
Schrift «Studien über die Besserschen Funktionen», Leipzig 1868, 
wo Lommel den § 10 seines Buches diesen Untersuchungen widmet 
und mittelst Anwendung des Taylor'schen Lehrsatzes die Ausdrücke 

m 

für J (z-j-h), sowie Anwendungen für m = und m = 1 aufstellt. 
L. Schluß hat in seinem interessanten Aufsalz : «Einige Bemerkungen 
zu Herrn xNeumann's Untersuchungen über die Bessel'schen Funktionen», 
Mathemat. Annalen Bd. III, S. 134 u. f. f. 1870, die Entwicklung für 

n n 

0(x-|-y) gegeben; S. 137 findet sich diejenige für J(x-f-y), welche 
So/u'wö (vergl. seine fonctions cylindriques. Math. Annalen Bd. XVI. S. 16) 
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irrlümüchor Welse L. Schlüßi zuschreibl, während sie Loinmel, wiö 
oben gezeigl wurde, zuerst gegeben und bewiesen hat. Allerdings 
giebt L, Schlüfli auch einen Beweis dafür und zeigt, dass y abs. << 
X sein müsse. Im Anschlüsse daran hat dann /. H. Graf das Thema 
ausführlicher behandelt, siehe Mathem. Annalen Bd. XXXXIll, S. 136, 
den Aufsatz: »Über die Addition und Subtraktion der Argumente bei 
Bessefschen Funktionen nebst einer Anwendung», wo sich für alle 

n 11 n n 

Bessel'schen Funktionen J (x), 0(x), S(x), T(x), nur die U-Funktion 
ausgenommen, Formeln finden. ^^) In der Darstellung folgen wir dem 
cilierlen Aufsatz. 

§ 2. 

n — n 

Ableitung der Formeln für J(x-f y) und J(x-f y) 

n — n 

nnd die verwandten Fanlitionen K(x4-y) nnd K(x-{-y). 

Ausgehend von 



n 1 /^ xs — n— 1 

J (x) = .— I e"t dt setze man x-f-y statt x 

2i/r f ' 

1/ KT .^.-* -^^ 




j(x-4-y) = -~ — ( e^-^+y^^ " ^dl, wo y abs. < x. 




= -7* I 6 6 



e^n-'-^di. 




vs ^^ k 
Nun ist e*^ =:^^J(x)i (vergl. S. 19), eine Formel, die 

A = — oo 

Schlömilch^^) zuerst gegeben hat. Diese Formel wird im letzten lule- 
gral substituiert 






x+y 
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N N 

Anstalt i — darf man setzen , dann ist 

x-j-y X 

1 r xs — (ii-i)— 1 .. °7^. , , , 
— -: — I e l ^ ^ dt =. J (x), daher 




X=oo 
n ^^ X n-A 

J (x-fy) =^ J (x) . J(x), WO y abs. < x. (l.) 

Um die Convergenzbedingung einzusehen, brechen wir die 
Summe (1.) 

n n ^1^ Tn— ;. . n-f i "1 X 

J (x+y) = J (X) J (y) -I- ^ I J (X) H-(-l/ J(x)| J(x). 

Der Anfangsterm des 2^^ Teils nach dem Summalionszeichen 

i 



^m 



4 

ist gleich — , , ,\. ./ , was convergent ist. 

(n-f-^)! /I ° 



X \"~^ / y ^"^ 



2 / \ 2 

Der Anfangslerm des 1*^" Teils ist gleich — ^^ — ., , , — r^ — Da 
® ^ I\\\—k |-1J ^! 

n \ r(n+l) 



und also 











1 






r("- 


-/+1J 


.A! 


so 


wird 


der 


Term zu 


\2. 


)" 



n 



r(nH-i) V A, 



somit ist die Bedingung der Gonvergenz y abs. <; x. 
Lässt man in (1.) n in — n übergehen, so folgt 

A=oo 
-n ^1 -n-A A 

Jl = — oo 
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(-1)"+' J(x)J(j'), X in -Ä 

A = OO 

A— OO 

i^lf-' J(x). J(y) 

A = — oo 



= 2 (-!)""'• (-!/""■ (-1/ j"(x) J (y) 

lrr=z C>0 



IÜ:1 ^l-rx l 



X — OG 

J (x+y) = ^ (-ir J (x) J (y) (2.) 

A= — 00 

Multipliziert man (1.) mit cotgn/r = colg (n— Ä) /r 

(2.) mit . — ^ ^ 



sin n 7r sin (n— i) tt 

n "1 ~" 

SO folgt nach der Formel K(x) = colg nn J(\) -. J (x) 

"^ sm n TT 

X=oG 

K (x+y) -= 2 "k i^) J (y) (3) 

A = — 00 

und T (x+y) --'2 ( - 1)^^ M'') J (y) (*•) 



§ 3. 
Ableituog der analogen Formeln ffir 8 (x), (x) und T (x). 

Ausgehend von 



n n n 



N 



S(x)=j e |^t__--J_ (1.) 



i 
setze man x-f-y stall x, die obere Grenze bleibl sich gleich, 



N 



S(x+y) =Jf-'^+'> [l"- tf^ ^, aber 
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iL=oo 1=00 

A=oo 

J(y)t in (1.) substituiert 

A= — 00 

A=oo N 




;i== — 00 1 
aber nach (1.) ist 

N 



Je ll _^—-^^.| — _s(x), daher 

1 

n ^^ n-;i l 

S (K+y) = ^ S (X) J (y) (2.) 

A = — cxD 

Ersetzt man n durcli — n und erinnert sich, dass 

's'(x) = — (-l)"S(x) 

"S (x+y) = - 2 (-1)^ s"(x) J (y) (3.) 

Mittelst (x) = -^ ["s(x) ^-'^SCx)] erhält man 

X=oo 
n ^1^ n-X X 

0(x+y)=^ 0(x)J(x), (4.) 

analog 

ö"(x+y)--2(-i)^ o"(x)J(y) (5-) 

A = — oo 

X==OG 

n %^ 1 /n+2X n-2X \ 

Aus T(x)=^4- ( Mx) - J(x)) 

;i=l ^ ' ^ 

folgt, wenn 

n\2X '^k^ n~u-\-2X fi 

J(x+y) = ^ J(x) J(y) 

fl= CO 
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n-2A ^1^ ii-2jl-^ X 

J (x-|-y) == ^^ J (x) J (y) subslituierl wird 

T(x-H) = ^ T -^ L 'W-JWj ^(>') 

X=l ,u = — 00 

Man halle ^1 Test und summiere nach l, dann isl 
T(x) = ^^ J(x) — J(x) , also 

T(x+y)=^ T(x)J(y) (6.) 

fi^= — 00 

und da t"(x) = — (—1)" T (x) 
T (x+y) = - ^ ( -1) T(x) J(y) (7.) 



f* 



T=- OO 



§ 4. 
Subtraktion der Argainente bei den Bessel'sehen Fanktioneu. 

Schreibt man in Formel (1.) § 1 slalt y den Wert — y, so folgt 



A=CX3 

n ^^ ii-A X 



J(x-y)=^ J(x) J(-y) 

2n-X -X 
i (X) J (y) 

X = — OO 

und setzt man nun — l statt X, so folgt 



J (x-y) = ^ J (x) J 



(y) (1.) 

Analog wird aus Formel (2.), (3.\ (4.) des nämlichen § 

;i=oo 



-n ^^ -n-i-;. / 

J (x-y) = 2i J (^) J 



(y) (2.) 

A=j — OO 
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A=oo 

K (X l-y) =2^ K (x) J (y) (3.) 



/.= — oo 
/=oo 



K (x-y) = ^ K (x) J (y) (4.) 

A = — CO 



und aus Formel (1.), (2.), (3.), (4.), (5.), (6.), (7.) 



S(x-y)=^ S(x)J(y) (5.) 

A = — OO 



— n ^1^ A— n A 



2 



S(x-y) = +^ S(x)J(y) (6.) 

/= — OO 

/.=oo 

(x-y) =2i (X) J (y) (7.) 

/ = — oo 

O(x-y) =^ 0(x)J(y) (8.) 

;. -- - >D 

^a^^oo 

T (x— y) = ^ T (X) J (y) (9.) 

/!= CNO 

£i=^00 

-11 ^1 ^— n fi 



T(x-y) = ^ T(x)J(x) (10.) 

M = OO 

§ 5. 
Entwicklung der J-Fanktlou und der E-Funktion 

fQr ein Argument, welches die Entfernung zweier Punkte 

bezeichnet. ^^) 
Man setze 

A^ oo 

n-fA A 

(1.) 

f.- — CO 

Bezüglich der Convergenz dieser Summe nach oben, greifen 



V = > J (X) J (y) . 'i\ 
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wir bei den J- Funktionen den ersten Term heraus und finden als 
Produkt 



r(n4->^+l) . l\ 
was für ein grosses X verschwindet. 

Bezüglich der untern Grenze schreiben wir statt l zuerst — X 
und haben 

J(x) J(y)-, =(-l)'j(x)J(y).-y, 
ein Ausdruck, dessen Anfangsterni lautet 

n / . \ , / _ \ n 



<-«'m"('" " 



xz 



r(n— A+1) . i\ r(i-f 






y 

also finden wir als Bedingung z abs. < — , was wir bei der Formel 

(1) somit voraussetzen. 

Nach der Definitionsformel I. Heft S. 52 ist 



j (x) = _!- 1 e^ ^ 'U""" dt, dies in (1.) substituiert 

2l7Cj N ^ 




v=^P^-^^'-"-'Ii«(T)- 



T 




Aber nach 



i=oo 



j(y) C = Q^ ^ ^^ hat man 



>l = — oo 



2l«.(#=e-(-^) 



A = CX3 



somit 



V = -i-reK-^)-^(T-TV.-.,. 

2i^J ^.-. >. 
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Wenn nun 



X — -f- -- ü ' X — yz = pq, p» = (x — 4" ) (^— yz). 



2 X — yz 

y ■ 



dann isl 

X 



('-l)+i'(i-i)=4['i-^p^] 

1 / i\ i 

2 ' V uy q 



V = ^ fe^" ("" "\q u)-»-. qdu = fl fe^ ("-"^>u— du 




f 




und nach I. lieft S. 52 

V = q- J (P), 



n 
— n 



(2.) 



also nacli (1) 

n ^i^ n-f ^ ^ 1 V 

q -" J (p) = ^ J (x) J (y) 7/, wo z abs. < -^ . 

A= — 00 

Da 

p« = \2 -j- y^ — 2 X y cos (p, wo e*^ = z, folgt 

q-" j (v/;^*T? -"ä'^Tcö^"^) = ^ "j (xj J (y) z^ (3-) 

In (2.) ersetzen wir n durch — n, q durch — ^ dieHauptbeding- 

ung der Convergenz wird zu z abs. > — wo y abs. < x, dann folgt 

j 

- J(P)=^ J(x)J(y).z'. 

^^' ;.= — 00 

Schreibt man in der letzten Formel — k statt X 

q"' ~j"(p) = 2a (-l)'T(x) J (y) . -j, (4.) 
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multipliziert man (2.) mit cotg n /r = cotg (n-\-X) n 



sinn /IT . sin {t\-\-l) 7V 

und addiert, 

q-"K(p) = ^ K(x)J(y)7/ (5.) 

A = — oo 

oder 

A-- oo 

q-"K(v^x2 + y2-2xycos^) = ^ K(x)J(y)z^ (6.) 

A = — CO 

Für n=0, gehen (2.) und (5.) über in 

;.-— oo 

;.= — oo 

;.=oo 

(X) J (y) z" (8.) 

A=^ OO 



k(p) = 2k'^ ''^ ' 



Berücksichtigt man z = e^^, su folgt, wenn die Summe gebrochen 
wird, 

>l=oo 

J (p) == J (X) J (y) 4- 2 2 J W J (y) cos l <p (9.) 

;.=oo 

K(p) = K(x) J (y) + 2 2 *^ W J (y) ^^s ^ V (1Ö-) 

;.— 1 

Setzt man endlich das eine Mal ^ = 0, das andere Mal er =^ rr, 

so erhält man die bekannten Relationen 

A=^oo 

J (x--y) = J (X) J (y) + 2 2 J C'^) J (y) (H.) 

A— 1 

A--=oo 

K (x-y) = K (X) J (y) + 2 2 K (x) J (y) (1 2.) 

J (x+y) = J (X) J (y) + 2 2 (-1)^ J ('') J (y) (13-) 
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il=C>0 

K (x+y) = K (x) J (y) + 2 2 (-1)^ K (x) J (y), (14.) 

Formeln, welche den Zusammenhang mit dem Addiüons- und Sub- 
traktionslheorem darslellen. — 

§ 6. 

a b 

Das Prodakt zweier BessePschen Fanktionen J (x) und J(y).'*) 

Esisij(x)=.2(-i)T!W-K+iy ^^-^ 

HuUiplüierl man (1.) mit 



5 (X) = 2 (-1/ 



(i)' 



so erhäli man eine unendliche Reihe, die wieder nach steigenden 
Polenten x geordnet werden kann. Die Exponenten sind von der 
Form a-j-b-f-2i, wo i alle ganzen positiven Zahlen durchläuft. Um 
das allgemeine Glied des Produktes zu erhalten, halte man zunächst i 
bei einem bestimmten Werte fest und multipliziere den Term 

(— 1)*""^* 7. — \ , „. , . TTT dö'' ersten Reihe 

(i— /i)I r(a+i— ^+1) 

mit dem allgemeinen Term 

b+2/i 



At)' 



(— ly — , '^ , — r-TT der zweiten Reihe. 



Als Produkt beider Ausdrücke erhält man 

a-}-b-f2i 






fi\ ii-fi)\ r(a+i-/< f-1) r(b-f-|i*-f-i) 

und daher isl das allgemeine Glied des Produktes gleich: 

«-i / X \a4-l>+2i 



2(-i)' 



"=0 



u! (i-/*)! r(a-}-i-^+l) r(b-f ju+1) 
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^, ,.i V2_l 'S? i! r(a+b4-i-f-l) 

^ ^! r(a+bt-i|-i)^;-5\,.; ■ r(a4-i-/i-i-i) Ab4-,«+i) 

Nun isl aber") 

r( a+b+ i+l) 1 r «_a-i-l aH-l.-1-i . 

iXa j i-//-j-l) r(b-f-/< f 1) 2i7cJ ^"^^ 

-0 

Setzl man diesen Wert ein und ändert zugleich die Reihenfolge 
der Summation und der Integration, so erhält man nach vollzogener 
Summation als allgemeines Glied der Entwicklung 

/ X \a+b-f2i 

, .xi \ 2 / 1 /* a-i— 1., , ,,a|bf2i ,. 

il /\a-^b-f-i4-l) 2i/r ; ^ i ^ 




das hier nun auftretende Integral kann aber nach der Formel wieder 

in Gamma-Punktionen dargestellt werden, es ist > 

_J_ r.-a-.-l f. , ..a+b+2i . . _ r(a+ b 1-2 i + 1) 

-0 

daher das allgemeine Glied des Produktes der beiden Besserschen 
Funktionen gleich 

ft|b|ü5i 



(-1) 



X 

2 ,/ r(a-}-b4-2i-f 1) 



i! r(a-j-b-|-i 1-1) i>-|-i-Fl) Ib-hi (-1) 

und 

i.^'lr. "n". W r(a+b-f-2i -f-l) /" V'""^'-'' n. 
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Nicht ohne Interesse ist der spezielle Fall dieser Formel, wo 

Es folgt 






l=:OD 



'/ 



2 -'/» "V 1 



J(X) 



r(2i-hi) 



i^/ '^ (i-f-i)r(i-M)r(i + i) 



2i+l 



2 



Durch zweimalige Anwendung der Formel 

r(a) r(a |4) = 2'--». r(|) r(2a) 

reduziert sich dieser Ausdruck auf 

(2 x)='+' 



y. 



i=0 



*■ ^-^ 7rx(2i-f-l)!' 



daher ist 



'/i 



'/2 —12 

J (X) . J (X) 



sin 2 X 

7fX 



(2.) 



ein Besullat, das man auch auf folgende Weise erhallen kann: Nach 
I. lieft, S. 26 isl 



J (X) = i /-l- sin X, J (X) = i/ — 



cos X 



V'2 — ^2 sin 2 X 

J (x) . J (x) = wie vorhin. 



7t' \ 



Andere Anwendungen der Formel (1.) liegen auf der Hand. 
Wir fügen noch bei, dass in der citierlen Arbeit Schönholzer das 

dx 



Inlegr 



rcoo 
J(x) 



k^+x' 



betrachtet, für welches H. Weber 



(Crelle's Journal 75, S.83) den oflfenbar zur Hälfte bloss genommenen Wert 



7t 



i(ik) angiebt. Schönholzer mittelt mit Hilfe der Veränderung 
6 k 

des Weges zu einer den Punkt i k umschliessenden rechUäufigen 



/t 







Kurve den Wert des Integrals auf J(ik) aus.**^) 



XL 
Zusammenhang der BessePschen Funktionen 

mit den Kettenbrüchen/^^ 



§ 1. 

Historische Einleitang. 

F. W. Bessel^^) zeigte schon in seiner bekannten grundlegenden 
Arbeil, dass der Quotient zweier Bessel'scher Funiilionen erster Art, 
deren Parameter um eine Einheil differierl, in die Form eines Kcllen- 
bruches gebracht werden kann. Er fand 

i k 

J 



k 2i 



7; 1-'^'' 



2i. ^±tl. 
kk 



1 



2i + 2.1!±i 



kk 
^-2i-f2h-V.2i:f'LZl^ . 

1- ^ " 



i-fli 



2i4-2k-2 '+"-1 

i 

Am Sciilusse giebt er direkt einen Kotlenbruch für J^ und sagt 

i 

er, dass dieser Ausdruck dazu benulzt werden könne, um J^ millelsl 

1 

J^ und J^ zu linden. Der Zweite, welcher dieses Thema aufgriff, ist 
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O. Schlömilch^^)] er giebt, wenn Qn= -.-p-- für diesen Quolienlen 

A Jn 

folgende Keltenbruchenlwicklung : 

1 



Qn = 



n-f-1 



2 



n + 2 



n 1-8 



l 



2 



n— k — A^Qn-f-k 

Hieraus leitet er einen Keltenbruch für -y^- N. Herz^*) knüpft an 

die Arbeit Bessels an und giebt einen vereinfachten Ausdruck 

1 

J 
für ^}^ . 



Jk 

Im weitern zeigte E. Lommel^^), ausgehend von der bekannten 
Formel 

O y V V — 1 V-4-1 

-^ i (/.) = J (/.) -I- J (z), 

dass der Quotient zweier ßessel'scher Funktionen erster Art, deren 
Parameter um die Einheit differiert, in folgenden Keltenbruch ent- 
wickelt werden kann: 



2(v + 3) 



In gleicher Weise findet er auch für den Quotienten zweier 
Bessel'scher Funktionen, deren Parameterdifferenz 2 ist, 

V -"^ I „2 

J(/.) 2(v-f-l) ' ^, 
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v+l v+2 

Auch bemerkt er, dass millelsl dieser beiden Formeln j (z) und J (z) 

V 

berechnet werden können, wenn J (z) bekannt ist. 

§ 2. 

Entwicklung des Quotienten zweier Bessol'schor Fnulitionen, 

deren Parameter um eine Einheit differieren, 

in einen Kettenbructi. 

a hl a— l 9 a "^ 

Es sei J (x) + J (x) — - - J (x) = 0.««) 
Wir dividieren beide Seilen durch i J (x), wo i = V^ — 1, dann folgt 

a+l a— 1 

i«_H__£W __^==o (1.) 

a I a , ^ 

iJ(x) iJ(x) 
Nun setze man 

a-l 

-^^ = r(a,v) (2.) 

iJ(x) 
dann wird (1.) zu 

a+l 

-1-^^ +f(a,x) - - - = 
J(x) 

oder 

a+l 

f(a,x) = ~^ + i-i(^. (3.) 

J(x) 



Es ist aber 



reciprok genommen 



iJ(x) 



a+l 

iJ(x) 



J(x) f^^-^l'") 

Dies in (3.) substituiert ergiebt 
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analog 



,„+,,.) _?(ii±)-i-' 



ix ' f(a+2, X) ' 



, daher 



> J (X) -\[- f ^ 



ix ' 2(a-f-2) 



IX 



+. ' 



2(a+n2 , 



IX 

1 



f(a-hn-}-l,x) 

Die Partialnenner des Kellonbruches folgen einer arithmetischen 
Progression in der Form 



a-t-3b + 



Zum weitern Aufbau der Theorie benötigt man vier Sätze aus 
der Tiieorie der Kettenbrüche über die sogenannten Nenner der 
Näherungswerte. Diese vier Sätze sollen folgendermassen kurz flxiert 
werden: Es seien \^2hh beliebige Werte, die als Partial- 
nenner eines Kettenbruches verwendet werden sollen, so sei 

r j.= 1, der Näherungswertnenner von Element = 1. 

bl ^2 h] = \ h ^:3 + h -I- ai 
[^ ^2 ^li 34] ^ ^ '^2 h ^4 -\- h ^4 -I- ^L ^4 + ^1 ^2 + ^ 
= h [\ h ^3] + ['1 '2J 
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so 



dann folgt: 

I. Wenn [a, a^ . . . a„] = a^ [a^ a^ . . . a^_ J -f- [a^ a^... a^ J , 
ist auch 

[ ^1 ^2 • • • a„J = 3^ [ 82 83 . . . a^J + [ 83 . . . a^J. 
H. Wenn in die Anzahl der Elemente, so ist 

L ^1 ^2 • • ^nij L ^2 • • ^m -ij " L ^2 • • ^inj [ ^^ . . . . a^_ J = (—1) . 
III. [ «1 a^ • • ^m' ^m + l • • • • ^mfnj = [ ^1 ' * * ^mj L ^ 



IV. - 



[«2 






m ^1 in 



a 1 l 



»3 +. 



H- 



m 



(3.) 



Man denke sich eine arilhmetische Progression, deren erstes 
Glied a und dann Differenz b ist und es sei 

fn(a, b) = [a, a + b, a + 2 b, . . . , a-f (n — 1) b] ; 
fjif 1 (a, b) = (a -|- n b) f„ (a, b) + fn_i (a, b). 

Es ist alsdann: 
f„ (a, b) = 1 

f2(a,b) = a(a |-b) + l 

f3(a,b) = a(a-hb)(a + 2b)-f 2(a + b) 

fj (a, b) = a (a + b) (a + 2 b) (a + 3 b) -}- 3 (a -f b) (a -f 2 b) -|- 1 

f, (a, b) = a (a + b) (a + 2b) (a -f- 3b) (a + 4b) + 

I- 4 (a + b) (a -t- 2b) (a -f- 3 b) 4- 3 (a 4- 2 b) 

fn(«, b)=2CA )[a + ^'^] [a+a-|-l)b] [a -[-(A -|- 2)b] . . . 
^■=*» . . . [a -|- (n — A - 1) b] (4.) 

fn- 1 (a, b) =2 ( "~« ~ / t=» +- ." h] [a -f (/" + 1) b] . . . 

."=0 ' ...[a + (n-/*-2)b], 

mit ju = P. — 1, bekommt man 
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f„_i(a, b)=2(°-l)[a+(^-l)^['' + ^^]---ta + ("-^-l)'']- (5-) 
Wird die Formel (3.) angewendet, su erhält man: 



[a -|- A b] . . . 



f ., K^ N (n-A)(n— A-l)...(n — 2A+2) 

fn+t (a, b) =^ r:2^TTr 

. . . [a-}-(n — X— l)b]|[(n-2A-f l)[a + nb]+A[a+(A— l)b]|, 
aber 

[(n— 2;i-f l)[a+nb]-f-A[a+(A,— l)b]] = (n— A+l)[a + b(n— ;i], 
daher 

, , t.. ^(n-A,+l)(n-^)---(n— 2A.4-2) . ,^,r . ,, . .x^-, 
f„+i (a, b) =^ i- — -^-^^2""^ — \ -— [a+^b] [a + (Hl)b] . . . 

^ , ...[a-f-(n-A)b], 

f„+i (a, b) =^ ("7 )[a+Ab] [a+(A+l)b] [a-f-(n-A-l)b] (6.) 

Nach den Formeln (5.) und (6.) gilt die Formel (4.) auch für 
n — 1 und n-)-l, somit ist sie allgemein gültig. 

Man stützt sich nun auf diese Formel (4.) und hat 

a(a + b) . . . (a f (n~l) b) = b"^(4- + l) . . . 



-'- + ( 



/ _/ a \ 



Man setze lim '^" ^''' ^^ 



n=r>o 



■-(J+") 



2 ("-^) 

,. X-X) \ A / 



[a-j-Ab][a-f (A-f-Db] . . . [a + (n-;. — Db] 

=■ Hm 

n--c>o 



b»r^ + u) 



n— 2A 




n-oo;^_ 



oo 



^"Kt)^ • !- + •) •(f + '-> 



'■<T + ' 
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^ +A)(;-+A+l)..-(4-+n-A-l^ ^"-^' 



b ' / \ b ' ■ / \ b ' /VA 



f + V-- T + "-^-Of + "-^ ••• T+"-i 



= lim 



n--oo ;i_o 



2 ^'^^ (n-A 



^'<y-+VlT-+"-V-- b+"-i 




= lim ^^ 



b 



2A 



r(- + A).A! 



(n — A)(n— A— 1). . .(n-~2A4- 1) 

, /i\2A , l/l\2A 



i-O ^ / 1_ ^ ;l j ;i! ^--0 A! rU- + f^ 



a 



i=oc , .// 1 \ " 



(ib)" 




^-A^] 



1 + ^. 



A=0 



II r 



ii+ 






Isl 

SO folgl: 






(-1) ( -2 



iSS ^i^a -1-^+1) 



lim ü"-(^) =(ib)" "'j/ ' (7.) 



b 



■r (!- + „) (ä) 



Diese Formel bringt die Beziehung zwischen der Besserschen 
Funktion erster Art und den Keltenbrüchen zum Ausdruck. 

Einen bequemern Ausdruck können wir daraus erhalten: 
Wenn 
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A=oo / 1 



2X 



fni^^h) ^^ V b 



lim — 1-.- =^j^ ^ :- ist und 

l =0+1,-1 = ^, a = b(c-|-1) = -^ii±il 
gesetzt und beide Seiten mit (-x-j multipliziert werden, so fulgt: 

y \2r> ['2) _^y _rlA3l ] 



/2(c + l) 2\ 
,. '"\ \x '17/ /ixV/xV 



'■(Tr- 



i„. ... 2(c + l) 2 



IX IX 



J (K) = lim — - ' 7^ / 1 1 1 N ^— (^-^ 

n 00 r(c-hl + n) 



In (8.) setze man n-|-l und c — 1 statt n und c. 

•„+1 / ^ Y'^% / 2 c 2 

j (X) = lim ^ '^ { -^i-LA^. (9.) 

,1=00 / (c+l + n) 

(9.) durch (8.) geteilt 

, /2c 2\ 

'("^ =Iim_ \Jb.. i'^/ (10.) 



\ IX IX 



IX 

Nach Salz IV über die Keltenbrüchc hat man 



= ^0 T- 



33 + . 
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Für a^, a^ a^, . . . a^ nehmen wir folgende arilhmetische Progression 

2 c 2(0+1) 2(c+2) 2(c-f-n) 



-, . . . 



IX IX IX IX 

dann folgt 



c-l 



hx) 2c 



= -T^ + 



ix • 2(c+l) 1 

i^w — tt; r 



ix ' 2(c+2) , 1 



ix ' 2(c+3)^ 



IX 



Es seien einige Anwendungen gestallet. 
Man setze in (9.) c = 



in inf.«^ 



2 



J(x) 



,.,.,(4^ 2 ) 

' \ 1 X IX / 



= lim ^ A- . Da 



iJ(x) f„ , -T— ) 

\ IX IX / 



SO folgt unter Berücksichtigung von (11.) 
J (x) cos X 1 



2 

sinx, 



'/» isin X ix -f" --- 



1 (12.) 



i J (x) '3 



IX + - 

IX 



Legendre^^) beweist mit Hilfe dieses Salzes, dass die Zahl 7c nicht 
rational ist. 

Setzt man 



e — ^ ^. /— 4a 



. .Va-= '-1 



4a 



e^^'+e-^^ l+-3-.^4a 



5 +. 
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und 4 a 3« — x^, so erhält man den reciproken Wert von (12.) 

— 1 lang X, wo lang x =^ — - x* 



e +e * 3 _ iL 



Diese lolzle Formel dienl Legendre zum Ausgangspunkt, um den 
Salz zu beweisen: 

>Le rapporl de la circonförence au diam<^lre el son carrö sonl 
des nombres irralionnels.» 

Aus (12) folgt 

J(x) _ cosx _ e"+e~" 

iJ(x) 
X durch — i x ersetzt 



j(-ix, ^ e ' -f e-' _^ e'^' -\- 1 
.f e^ _ e-' e-'" — 1 

«J(-ix) 

^ ~^" + T 



colg. hyperbol. x. 



' 



X +. 



. in inf. (13.) 



Für X =s 1 folgt 
';. e-^_i '^^ 3+4, 1 



iVi, "-^ ' 5 + - 



7 + 



(U.) ") 



' in inf. 

7« 
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Für X = V« 

iJ^_j_x l" + il^_. (15.) 



■ in inf. 
Setzl man in (12.) c ^^ 1, so hat man 

/ 2 2 
r I 

i <"'- = lim - - ,^-"--'-'jZ = .^ , 1 (16.) 

ix + 8 



,x ^- 



Setzt man c :===: 0, 

J(x) V IX 



|l:=C>0 / 2 2 

Mix' ix/ ix ' 4 . 1 



4 



i\ ' 6 . 1 



IX ' 8 



IX 



+ 



in inf. 



(n-l-l)! 
*''(^) kn)\ r ^ - ;v I A 



. in inf. 



§ 3. 

Die Schläfliache Funktion Pm(x), ihre Eigenschaften 

und Relationen. 

Man setze nacli Formel (4.) des vorigen § 



p,„(x) = i-f„.(^iiiÜ,-J-) (1.) 



S \ -1 / V I» IX 



• » • 



■ ' — - + (m— i^— 1) ^— 
IX ' ^ ^ IX 
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r2 T; '') (a + l+A) (af m-;.) f-^-Y '' 



Diese Funktion, von uns zu Ehren unseres Lehrers Ludwig 
Schläfli zum ersten Mal in den Annal. di Mai, am angegebenen Ort 

benannt, ist somit eine ganze Funktion m'*^" Grades von — 



A<":t- 



M-.,^(-i)2(-.)"is^Cr-^; 



X 

2 \ m— 2/. 
X 



a a 

also hat man W (— x) =r^ (— 1)'" P,„ (x) (8.) 

Ferner ist nach (2.) 

Andererseils ist 



J^ A \ m — 2^ J \ \ 



m— 2/, 



aber 

-a -f- m — A\ _ m-2;. (a— A — 1) . . . (a — m-f-A) 

n,-2A ; — ^ ^^ . 1 .2 ...(m — 2A) 

, .m-2;. /a — ^ — 1) 

~~^ ^ V m — 2>i 



somit 



A<-";,»--^ 



.■«=,-.r2(-.r^-^^ (•-!-') (4)"'"" >« 



Aus (a.) und (/?.) resultiert 



'ni-fn 
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V„(x) = (~lj'»P~(x) 

a — a— m— 1 

Pn.(x) = (— ir Pm(x). 

Nach Salz III der Kellenbruche folgt: 
2a 2 \_, /2a 2 \ (2 (a-f-m) 

IX IX/ V IX JX / V IX 



(4.) 



ix/ 



+ ,._.,4i_,.l),._,mj?J:I),J. 

^IXIX/ \ IX IX 

Mulliplizierl man beide Seilen mit 



^ ^m+n+a-l 



•in-|-n 



r(m-j-n-fa) 
und berücksichligl man Definilionsgleichung (1.), so ergeben sich 

a— 1 a— 1 ft-fiu-f-l a— 1 a-f-m 

J (X) = P„(x) J (X) — P„_i(x) J (X) 

a a a-fm— l a a-fm | (.5-J 

J (X) = P„_i (X)- J (X) - Pn._2(x) J (X) 



Nimmt man Salz II der Kellenbruche zu Hüire, so hat man : 

2 



/2a 2 \ / 2(a+l ) 5 

Im 1 ~: ' ~~; I *m— 2 \ : > ~^ 

\ IX IX / \ IX 1 



_ ,.., (^, M ,,._, ( imi -?-) = (-1)". 

\ IX IX / \ IX IX / 

Beide Seilen mil (i)2n*~2== (— l)™-i mulliplizierl, ergiebt unler 
Berücksichligung von (1.) 

Pm-l (X) Pm-l (X) — P„(X) P™_2 (x) = 1 . (6.) 

a-f-ni— l 

Eliminiert man aus den beiden Gleichungen (5.) J (x), so folgt 
mit Rücksicht auf (6.) 

a — 1 a a a— 1 a-j-ni 

i (x) Pm-l (xj — i (x) Pm(x) = — J (X) Oder 

a-|-in a— 1 a a a— 1 

J (X) = P^(x) J (X) - Pm-i(x) J (X). (7.) 

Nach (7.) ist der Schluss berechtigt, dass alle Bessefschen 

a-fl a-}-2 a+S a— 1 a 

Funktionen J (x), J (x), J (x) . . . . auf zwei einzige J (x) und J (x) 
zurückgeführt werden können. 

Setzt man in der ersten Formel von (5.) — a — m -f- 1 für a, 
so folgt 

— a— m -a— m — a — a— in 1— a 

J (X) = Pm(x) J (x) - P„._i (x) J ex) (a) 
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(ß-) 



Nach (4.) ersle Gleichung hat man 
"TrCx) = (-ir*pl(x) 

Setzt man diese Werte in a.) ein, so folgt 

"Tfx) = (-1)"" I P«-i(x) V(x) +*pL(x)7(x))- 
Die Schläflische K-Funktion lautet 

K (x) = colg a/r . J (x) ^^-^ ■ ■• W, 



(8.) 



also hat man auch 

K (x) = cotg (a "|-m) /r . J (x) — 



— a— m 
• J (X). 



sin (a-f-Jn) ^ 
Mullipliziert man (7.) mit colg (a-f-m) ^ = cotg a 7t und (8.) mit 

_ 1 _ _ (-ir 

sin (a-f-ro) ^^ sin a TT 

und addiert man hierauf die erhaltenen Gleichungen, so erhält man 

"r(x) = ?l ( X) ic (X) — P„,_i (x) 'k '(x). (9.) 

a— 1 

Eliminiert man aus (7.) und (9.) die Funktion Pm(x), indem (7.) 

a a 

mit K (x) und (9.) mit — J (x) multipliziert wird und hernach beide 
Gleichungen addiert werden, so ergiebt sich 

J (X) K (x) — K (x) J (x) = P.„_i (X) 1 K (x) J (x) — K (x) J (x) } 

Die Klammer rechts ist nach der Weber'schen Formel (s. I. Heft S. 46 

2 

oben) = — 777» daher folgt 



7t\ 

a 



a 



a-f-ni a a-fm Q 

J (x) K (x) - K (x) J(x) — -Pm-i(x); 



ycx 



(10.) 



demnach lässt sich die Schläflische Funktion P durch eine zweistellige 
Determinante darstellen 



Pm-i (x) = 



7C\ 

~2~ 



a-fiu a-f-m 

J (x) . K (X) 



a 



a 



J (X) . K (x) 



n 



n 



was als ein Analogon zur Darstellung der Funktionen S (x) undO(x) 
zu betrachten isl. Ersetzt man im zuletzt erhaltenen Ausdruck den 
Index m— 1 durch den höhern m, so folgt 
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Pm(x) =- -^ K (X) J (X) - J (X) K (X) (11.) 

Hier führen wir nun einmal slall m den Wert — m, sodann zugleich 

slalt a den Werl a-f-1 — ni 
m » » in — 2 ein, 
dann vird (11.) zu folgenden zwei Gleichungen 

a TT X I '^ o— iii-f-l a a— in4-l \ 

P_™(x) = -g- K (X) J (X) - J (x) K (X) (12.) 

a+l- m 'Tr \ I a+l— *" » a-j-l— m a 

r„-2 (x) = -2 - K (x) J (X) - J (X) K (x) (13.) 

Aus (11.) und (12.) folgt der Schluss 

a a— in+1 

P_„,(x)= - P,u_2(x); 
aber nach Formel (ß.) 2^^ Gleichung hat man 

a-|-l— ni — a 

-P„_o(x) = (-l)"-' Pm-2(X), 

folglich hat man auch 

P_,„(x)^(-1)"-'"pL2(x), 

was auch direkt mit der Definilionsformel erwiesen werden kann. 
Im Fernern ergeben sich noch folgende zwei Gleichungen: 

a — 1 a-j-l Q o a 

P,u(x) }- P„-2 (X) ^ — - P„,_i (x) (14.) 

P,„(x) + L.2 (X) =- J!+'"l?- p„_i (x) (15.) 



§ i. 

Weitere Eigenschaften der Schläfliselien Funktion. 

Aus der Deflnilionsformel (2.) folgt 

m == 0, P,,(x) = 1 

ni = 1, l\(x) = (a+1) -|- 



m = 2, P,(x) = (a^-2) (a-|-l) (j)'- 1 

m .= 3, P,(x) - (a f3) (a | 2) (a I 1) ( ^ ) - (a | -2) | 
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m = 4, P,(x) =. (a+4) {a+3) (a-|-2) (a+1) {jj 



- 3 (a-f 3) (a 1-2) (~)-\-l 



X 



m == 5, P\(x) - (a f 5) (a |-4) (a+3) (a-|-2) (a+1) f-^-' 

- 4 (a-f-4) (a f 3) (a-|-2) (^-j f 3 (a-|-3) -^ 
m = 6, P„(x) = (a+6) (a-f5) (a-f-4) (a-|-3) (a+2) (a+1) (-f ) 
- 5 (a-{-5) (a-(-4) (a-f 3) (a-|-2) (j-j -|-6(a+4)(a |-2) ( ^ )'- 1 

m = 7, P,(x) = (a 1-7) . . . (a -f 1) (^-?-) _ 5 (a-f-6) .... (a+2)(^^4-)' 

-]- 2 (a+.5) (a-l-4) (a }-3) i^^J - 4 (a+4) -| 

in = 8. Pg(x) = (a 1-8) .... (a-f-1) ( — ) — 7 (a+7) .... (a+2) " 



X / V X 

-I- 10 (a-i-6) .... (a+3) ( ^-) - 10 (a+5) (a |-4) ( J j" |- 1. 

Unter Borücksichligung der letzten Formel des vorigen S| folgt: 
m =- 1, P_i(x) = 

m = 0, P„(x) + P_,(x) = -^ P_i(x); daher 
P..,(x) = - P,(x) = - 1 
ni = — 1, P_i(x) + P_.,(x) = (a— D— P_._,(x), daher 

in ^ — 2, P_._,(x) + P ^(x) = (a— 2)-^- P_.,(\), daher 
iL(^)-(a-2)(-a+l)r^y+l 
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= (-1)' [(2-a) (1-a) {^J- 1 j 



P-iW = (-1)* W' »n»'«>8 
und s. f., also allgemein 

p_.w=(-ir~'pl_a(»). (1) 

was die in) vorigen § erhallene Formel isl. 
Dieselbe gilt für die Indices 

— 1,-2, — 3, . . . — m; 
andererseits giebl (15.) für — m -|- 1 stall m 

P_™_i (X) = (a-m-f-l) 4 P-ml") - P_»+t O') «de«- 
P_„_i(x) = (a-m+1) I- (-D-^'p^^W - (-i)°'?'_3(x) 



a 



(m-a-l) A p' ,(x) - P" ,(x). 



— a 



X 

p_™_iW = (-ir 

Das Eingeklammerte ist aber nach (15.) nichts anderes als 
Pm-iW, somit folgt 

p_„.-iW = (-irpl-iW (2-) 

was auch aus (1.) erhallen werden kann, wenn dort m -f- 1 statt m 
gesetzt wird. Die Formel gilt als nicht bloss für den Index — m, 
sondern auch' für den Index — m — 1, somit ist sie allgemein gültig. 

§ 
Einige Specialfalle. 

1. a = 72, dann folgt aus der Definilionsformel S. 99 

- y.+m-n (- -A+m-A) (- Y + '"-^-^) • • • • (^+ t) 
m — 2A /— 1.2.3 (m— 2^) 

'— Vs + m - A\ 1 (2 m — 2^—1) (2<? + l) 

m — 2X } ~ 2'"--^ ' (UJ —2 A)! 
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Femer isl 

(m— A)! _ (m — ;i)(ai— A— 1) (l-\-l)X(l--i) 3.21 

XI ~" l\ 

= (m— A) (m— A-1) .... (i+1) 

= -^Z^ • (2 m — 2;i) (2 m — 2i — 1) (2A-f2), daher 



) (ir 



(m—X) l /— 72 + m — A 
A! \ m — 2/1 

(2 m - 2;i) (2 m — 2/1 — 1) (2>^ 4- 2) (2X + 1) / i_\n^-^^' 

(m — 2A)I ' \2V 

(2in--2A)! / 1 \'n-2;. 



(2A)! (m — 2A)I V2x 



, somit 



^^ 2 



"p''w -'S (-1/ J^ilL-zlAlL f.i. V"-2^ .1 ^ 

:5l M2A)!(in-2/i)I Ux/ ^' 

Ferner isl 

u,3;_,/<ii^.i(i+_v/)(i^"-" 

\ m — 2A / (m — 2Aj! 

_ 1 (2m — 2A, + 1) .. ■ .( 2 /! + 3) 
~~ 2m-2A (m — 2A)! 

im-J)\ /4 + in-A\ /^y-Z^- 
i! V in — 2A, / Vx/ 

_ (2iii — 2A -f 1) (2di — 2 X)^ . . ■ (2 /t -I- 3) (2 >t }- 2) /j_Y"-2^ 
~ {ra — 2 >!) ! \2 x 

(2m - 2>i-j-l)! / i \n1-2;. 
^ (2A + 1)! (in-2i)! [2^) ' ^«'»'l 



i^,^_Vr_1/ ^2in-2H-l)! /j_\m-2;. 
:;^0 (2A-|-l)!(u.-2).)! V2x 
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Setzt man in (2.) in — 1 statt m ein, 



D ,^ '^ / ix^ (2in — 2^ — 1>! /l^"'~^^~\o^ 

^ä (2X + i)i(m~^::2T:="iy! V2^; ^^-^ 

Nun kann man (1.) und (2.), nachdem (2.) noch mit i = V^— 1 
multipliziert ist, vereinigen: 

P™(x) + . P„,(x) -2, (-1) ^27T!Tm - -21) \ [^l) '^ 



X 



A=0 

m 



■ 'V 1 (2 m — 2;i— 1)1 /j^\i"-2^-i 

'-^^ (2A,4-1)1 (m — 2;i— 1)! \2x/ 



./l— 111 



■^'« '/S 



-1/2 



P. (X) + i P.-i(x) ^ (^)'" 2 ^"" ''Vi (2 i xf . (3.) 

Für « = 0, 2, 4, . . . 2>^ giebl (3.) den Wert ?m{\) nach (1.) 
und für ^.i — - 1, 3, 5, . . . . erhalten wir aus (3.) den Wert für 

" r 

(2 

P,„_i'\) nach (2.). 

Auch der zu (3.) conjugierte Ausdruck ist zulässig 



l.v 



n=--ni 

— i;.. "n 



Setzt man zur Abkürzung 

„ ,, 'V (2m-^i)! /l V"~" • ._ 

Hm (Z) = -;j —.-7 — ^7- — (»>•) 

wo auch erlaubt ist m — (.i für ,« zu setzen, so folgt 

1/— 111 



M.w„^ (•!;+'* (i.y: ,e.) 



dann erhalt man auch 



P.n{x) = - [i- II„.(2 i x) (- (- \r H,„(- 2 i X)] (7.) 
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pLi(x) = ^^ [i- H„,(2 i X) - (-•.)■" H„.(- 2 ix)] 
Aus Formel 
J (x) = P„ (x) J (X) - P„_, (X) J (X) folgt für a = - 



(8.) 



J (X) = P„. (X) J (X) — P™_1 (x) J (x). 



'k 

üa nun J (x) 



V 



2 . 11 

sin X = - - ,.^^-- - 



/ix — ix\ 

(e -0 ), 



■J'(x) = v/A vm X = -^_- (e'^+o-'='), 
V 7rx V2^X ^ '^ 



so erhall man 



J(x) 



\/2 



i'"H„ (2 i X) c- 



?C X 



IX 



(-))'" 1U(- 2 ix) . e 

a-l 



IX 



(9.) 



— a— III (a l--a a-l — a \ 

Aus J(x) = (— iriP.u_i(x) J(x) - P,„(x) . J(x)) erhall man 

für a = Ya 

1 

J(x) = (- l)- 1p„_i(x) J (X) — p1(x) J'(x)j, 
1^ 

J (X) -- -^.:i^-^---ri'" H.„ (2 i X) . er '^ -1^ (- i)'" H.„(-2ix)e^-^] (10.) 

\/2 yr X L J 



a-f-n» a — 1 a a a 1 

Aus K (x) = IV (x) K (x) — P,„_i(x) K (x) folgt für a = '/' 



m-h-^ 1', 1/. 1/., 1'., 

K (x) = pI (x) K (X) - P„,_i (x) k'(x), 
daher auch unter Berücksichtigung der Werte für 



lO 



1' 



,'> 



K(x) 



J (x) und 



.i( 



i'* 



K(x) 



\/2 



K (x) = J (x) schliesslich 

— IX iii i X I 

(2ix)e ' + (-') Um(-2ix)e' 



1 r m 

-- - i H., 

jL X l 



—in 



^i-)=~-n~"^ [i'"iU(2ix)o- 



1 X 



\/2 



71 X 



(11.) 

(-i)"!»»!— 2ix)e" 

(12.) 
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MuUipliziert uian (11.) mit i und addierl roan dieselbe zu (9.) 
lind subtrahiert sie auch von (9.)^ so ergiebt sich: 



1 C+>. "+1 . 1 (- 0°^^ H. (- 2 i X) . e" 



Jx) + iK(x) 



V'2 



Tt X 



(13.) 



L p_r4>} = iÄ§^- 



(14.) 



Macht man dieselben Operationen mit den Gleichungen (12.) und 
(10.), so erhält man analog 



1 1 

J(x) + iK(x) 



1 1 

J — in zz — m r- 

1 I 2 2 

J(x)-iK(x) 



111 , , in 



(-1) ffl 



H,„ (2 i X) . e' 



— IX 



(15.) 



(-!)■" (-i)"" 



^2 



H„(-2ix).e" 



(16.) 



7t X 



Salz III der Kellenbrüche giebl 

H»+i(z) H,„(-z) + H.„_i (-Z) H„(z) = z 

Die bekannle Reduklionsforniel (14.) S. 102 giebl 
H„,H (z) = V^±}1 11^ (z) -j. H,„_i (z) 



(17.) 



z 



Ferner ist 



H_„»(z) = H^_i(z) 



H„. (2 z) = fn, 



-, - I + fm-l 



Z 



2^ 
z 



(18.) 



(19.) 
(20.) 



Es erübrigt uns noch, auf die schon cilierle Arbeit von Dr. L. 
Crelier zu verweisen, der gestützt auf Sätze von E. Catalan eine Ver- 
allgemeinerung der Formeln dieses Abschnittes gegeben hat. Seine 
Relationen bringt er in drei Gruppen: 

/. Gruppe: Formeln der Funktionen J, K und P, für die Fälle, 
bei welchen die Parameter um eine Einheit differieren. 

If. Gruppe: Formeln zwischen 3 Funklionen J, K und P, von 
welchen die Parameter zweier Funktionen um eine Einheit dilTerieren, 
während derjenige der I1P° Funktion um eine gnnze Zahl differiert. 
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///. Gruppe : Formeln der 3 Funktionen J, K und P, bei welchen 
die Parameler überhaupt um beliebige ganze Zahlen differieren. 

Endlich hat Dr. Crelier noch die Schläflische Funktion Pm(x) 
für den Fall in ein bestimmtes Integral verwandeil, wenn lim m ^^ oo. 
Er fand 

Pn^ (x) = ' — I COS (x cos (p) sm 2 a ^ d^. 





• 111 V'*/ 

limni = cxj 1 . 3 . 5 . . . (2 a — 1) 



Vergl. Mitteilungen der bern. Nat. Gesellschaft. 1897. S. 96. 



XII. 

Zusammenhang der Bessel'schen Funktion 
1. Art mit der hypergeometrischen Reihe.^ 



§ 1. 

Historische Einleitung. 



■"/' 



Das' Inlegral 1 J (x) e x dx ist eine mannigfacher Formu- 





liening fähige Funktion, welche die Mathematiker schon vielfach be- 
schäftigt hat. Lipschitz^^) gebrauchte dieselbe für a = zum ersten 
Mal als Ausgangspunkt einer kurzen Betrachtung:, welche zu Analogien 
zwischen den Bessefschen Funktionen und den trigonometrischen Funk- 
tionen führte. //. Hankel^^) und L, Gegenbauer^^) stellten das Integral 
durch eine hypergeometrische Reihe dar. aus welcher Gegenbauer noch 
eine Reihe Darstellungen spezieller Integrale ableitete. Besondere 
Fälle dieses Integrals behandelte namentlich auch H, Weber in seiner 
Abhandlung: «Über die Bessel'schen Funktionen und ihre An- 
wendung auf die Theorie der elektrischen Ströme.»®*) In einem weiten 
allgemeinen Zusammenhang erscheint das Integral in Sonine^s Arbeit: 
«Recherches sur les fonctions cyündriques etc.»®''). L. Schläßi be- 
handelte schon 1875 dieses Integral auf zw^ei wesenllich verschiedene 
Arten. Die erste Art benutzt nur einen reellen Integrations- 
weg und führt auf die von Hankel und Gegenbauer angegebene 
hypergeometrische Reihe. Die zweite Art benutzt komplexe Inte- 
gralionswege und führt auf eine andere hypergeometrische Reihe. 
Beide Reihen stehen in einer merkwürdigen Beziehung zu einander. 
Bei der ersten Reihe unterscheiden sich die zwei obern Parameter 

um Y' t)Gi der zweiten haben sie zur Summe 1, während der untere 
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Parameter beiden Reihen gemein ist. Die beiden Reihen können 
direkt in einander verwandelt werden. E. Giibler hat in seiner 
citierten Arbeil den Gegenstand in Anlehnung und Ausführung der 
Ideen Schla'flis in mustergültiger Weise behandelt, so dass wir nicht 
anstehen, seinem Gedankengang zu folgen. 

§ 2. 
Bedingungen der Konvergenz. 

Der Kürze halber sei gesetzt 

.00 

— bx c 1 

S = J (x) e X dx. 






P. An der untern Grenze verhält sich S wie 1 x"*' ^dx; da- 


mit das Integral hier konvergiere, muss die reelle Komponente von 

a-|-c positiv sein. Es ist aber leicht, diese Bedingung zu beseitigen, 

indem man setzt 

S = - . . . , ^ J(x)e x dx, 

Weg eine rechtläulige Schlinge aus dem Ostpunkt um geworfen, 
Phase von x im Beginn Ü, am Ende 2 >t. 

2^ An der obern Grenze verhält sich S wie 



_1 

\/2yc 



e Ixe dx 



'H'+y) C^'-''' (-"-'J" 



j 



-f- e Ixe dx ('. 



Die reelle Komponente von b darf also auf keinen Fall negativ 
sein. Wenn sie positiv ist, so ist die Konvergenz sicher. Ist sie null, 
so sei h = '\ ß, (i reell. Es handelt sich dann um die Konvergenz 
beider Integrale 

Wenn ß sowohl von 1 als von — 1 verschieden ist, so inte- 
griere man partiell; man bekömmt 



/ 



- U2 - 

^- K Ttj ^ ' dx = . . ,, — ,, — 



± 1 (1 + /^J J 



Zur Konvergenz isl nölig, dass die reelle Koraponenle von 
— 7« negativ sei. Ist aber /'^=^1, so konvergiert unter dieser Be- 

J»OÜ 
c 3,' — 2 i X 
X e dx, nicht aber das 

X "dx, welches zu seiner Konvergenz erforderl, 

dass die reelle Komponente von c — */« negativ sei. Das Gleiche gilt 
für ß = — 1. Wenn also b = i oder == — i isl, so ist zur Kon- 
vergenz nötig und hinreichend, dass die reelle Komponente Von 

c — -2 negativ sei. 

§ 3. 

J(x)e X dx zn bereehnep. 

Bedeutet N eine endliche positive Zahl, die man aber so gross 
annehmen kann, dass das von x = N bis x = oo genommene Inte- 
gral von beliebiger Kleinheit wird, so kann man das vorliegende Inte- 
gral zunächst auf das Intervall <; x < N beschränken. Im ganzen 

a 

Intervall hat dann J (x) eine konvergente Entwicklung, deren all- 

^yn + a 

gemeines Glied ( — 1)" .^^, ■ r—rr ist. Statt S bekömmt man 

° nl /^(n + a-f-1) 

eine Summe, deren allgemeines Glied 

^ ^^ nir(n + a + l) J ' ^ 

/ ^^n.1/ s2n-4-a / . \2u--f a + c /»*^^ 

nir(n-|-a+l) \bj J 



Um den Wert des letzten Integrals angeben zu können, muss 

e~"'^ X "~r*'*-|-^— ^^ zufügen und sollte nun wissen, 

BN 
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ob der enlsleheiide Fehler, nämlich die Summe 

/ 1 N2n+a 

beliebig klein gemachl werden kann. 

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir das Integral 

/oo 
e \ dx, wo m positiv sein soll. K kann beliebig, miiss jedoch 

m 

endlich sein. Für den vorliegenden Fall genügt es, K ebenfalls positiv 
vorauszusetzen. Man hat in bekannter Weise 

e X dx = I e \ ' ^ <Ce m ' 1 -75, d. h. 



m tu 



/ 



— X K . ^ — m K-l-1. 

e X d X < e m ' 



m 



Wenn also K endlich ist, so kann das Integral mit wachsendem 

m von so hoher Ordnung der Kleinheit in Bezug auf ^ werden, als 

man will. Der Grenzübergang ist aber mit dieser Formel nicht frei 
von Bedenken; deshalb wenden wir ein etwas verschiedenes Ver- 
fahren an.**) 



Weil 



d / —X K\ —X K~ 1 ,„ d^ / -X K 



'* TT ^"^ X ) =- e X (K— xj, --^-{e x ) 

= — K e X , also negativ ist, so liegt das Maximum von e ' \ 
in x =s K und man braucht nur die Fälle zu unterscheiden, wo K < m 
und K > m. 

Wenn K < m, so nimmt ex im Intervall m < \ < cxd 
fortwährend ab. Um dies einzusehen, setze man x =^ m -f- t. so tiass 

K k/i I l \ K| , , m 1 . _ , , , ^• 

X =m ll-| I =:m l^+r^i "^^^^ "'^^J vergleiche dies mit 



K , K , 

— t — t r 

Km i;. • , f K - Km ,, I , / . 1 t 

m e .Es ist Log x — Log m e = K Log I l -|- 

Weil -7— [Log (1 4- ") — u] = — -— ; — für alle positiven Werte von 
du^^*^ 1-f-u 



L>»> 
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u negativ ist, nimmt Log (1 + u) — u von an fortwährend ab, ist 
also stets negativ, wenn u von an alle positiven Werte durchläuft. 

\ ist somit Siels kleiner als m e , K posiliv vorgesetzt. Also isl 

le \dx<;e nile dl = o — -— , K<;m. 

t ' « / in — Iv 

111 

Mit wachsendem m kann man diesen Beirag so klein machen, als 
man will. 

Wenn K > m, so liegt der Punkt \ = K, zu dessen beiden 
Seiten der grössle Betrag des ganzen Inlegrals fällt, innerhalb des 

■TT 

c~^x^dx. In diesem Falle 

lU 

kann man daher nur sagen, dieses sei kleiner als das ganze Integral 

.»oo 



.1 

u 



""x^dx-^ r(K-f 1). 



Für unsere Schälzung haben wir nun bN stalt m und 2n-f-a 
4" c — 1 slalt K zu selzen. Man gebe einen sehr grossen Werl p 
der laufenden Zahl n an, jedoch so, dass 2p-}-a--|-c — 1 noch be- 
trächtlich kleiner als b N isl. Die Summe, welche den Fehler dar- 

slelll, zerfallt dann in zwei Teile ^j -f ^^ . Der endliche Teil 

11-- p 

^j kann, wenn man p festhält und b N gross genug werden lässl, 

11^0 

so klein gemaciit werden, als man nur will. Vom übrigen, aus un- 

co 

endlich vielen Gliedern bestehenden Teil ^^ kann man nur sagen, 

ii=i)-|l 
er sei absolut kleiner als 

11 = CO 

"V (V.!r"^"/"(2M-fa-|-c) / _, 1 \2n-f a+c 

n:^p-|-l V I I ^ N / 

Zunächst fragt es sich jetzt, ob überhaupt diese Summe konvergiert. 
Dividiert man den zu n -f- 1 gehörenden Term durch den zh n ge- 



( 



— 115 — 
hörenden, so ist der Quolienl 

Damit also die Summe nach Art einer geometrischen Reihe 
konvergiere, muss b absolut grösser als 1 sein. Ist diese Bedingung 
erfüllt, so kann man, nachdem b N hinreichend weil vorangeschickl 
worden ist, auch mit 2p-j-a-j-c — 1 so weit nachrücken, dass p 
gross genug wird, damit die zuletzt erwähnte Summe kleiner als eine 
beliebig gegebene sehr kleine positive Zahl werde. Wenn b abs. < 1 
ist, kann also überhaupt der Fehler, welcher dieser Art der Berech- 
nung anhaftet, so klein gemacht werden, als man nur will. Sie giebl nun: 

o^>^. "('Ar""^''r (2n + a-{-c) / i_ynH-a+c 
^ ^ -' n! r(a-f 11 + 1} \ b/ 



11=0 



\ 2 I r 



„=oo H-c /-i+c ,Ä . ,^a+c j_ 



2 li 



11=0 



X (a-flj (a+ii) (a+nj V b^/ 

Die Rechnung führt also auf eine hypergeomelrische Reihe und wenn 
man diese auf. die übliche Weise bezeichnet, so hat man 



n«)e-"x'-'<l«=- '"'"+'" 



2 r(a+l)b ^ 







XF 



,, /a-f c a+c+l , , 1 



( "f". '^t-' •+'. - -:> (>•) 



wenn a -|- c positiv ist und wenn b in der Osthälfte der Ebene ausser- 
halb des Einheitskreises liegt. 

Durch Anwendung des Satzes 
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F («, ß, r^ X) = (1-x) V a, r—ß. h - 



X 



l — X 



bekommt man auch 
r(a-(-c) 



S = 



1 



{/ 



rCa+i) 



a + c 
2"" (b- + 1) ~2^ 



X F 




a-c+l 



2 



- a+1, 



1 



b*+l 



(2.) 



S = 



r(a+c) 



h 



a-fc+1 




+ l,a + l, 



1 



b'^-f 1 



(3.) 



Damit diese Reihen konvergieren, muss b*-)-.labs. >• sein. DamU 

raocl.(b*-}"l) = l ^^h ^^^^ mod.(b-j-i) mal mod. (b — i) = 1 sein. Der 
Punkt, welcher b auf dem Zahlenfelde darstellt, muss auf einer Lemni- 
Scale liegen, welche i und — i zu Brennpunkten hat. Istb = x-f-iy, 
soist[mod.(b-i)P = x^ + (y — l)^ [mod. (b -f i)]2=x» + (y + l)^ 
die Gleichung der Lemniscale also (x'' -[- y*) * + 2 (x* — y*) =n= 0. Sie 
schneidet die laterale Achse in den Punkten iv^2, — iv^2. Damit 
mod. (b* -|- 1) > 1 sei, muss b ausserhalb beider Schleifen der Lemni- 
scate liegen, b kann nun zwar schon in einen Teil der Osthälfle des 
Einheitskreises eindringen; namentlich kennt man S für alle positiven 
Werte von b. Aber in den zwei Gebieten, wo rcp. .b>0, mod. 
b>l, mod. (b^4~l)>lj ^as heisst, wo die Oslhälfle des Einheils- 
kreises und die Schleifen der Lemniscale sich bedecken, keimt man 
noch nicht. Die beiden Gebiete sind in Fig. 1 schraffiert. 




Fig.t. 



.iV2 
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■ ' . . § 4- 

Zweite Art S zu berechnen. 

Man substituiere in S die Integralform 



1 r f 6-1^ -a-l 
J(x) = — — I e2 V t/ t dt, wo, weil x stels positiv ist, der 








— N 



Integrationsweg eine aus dem Weslpunkte — N um geworfene recht- 
läufige Schlinge ist. Da aber x im Ausdruck für S zuletzt positiv 
unendlich wird, so muss man dafür sorgen, dass in keinem Teil des 

t- Weges die Exponenlialfunklion von — f l — j unendlich gross 

werden kann und das wird verhütet, wenn die reelle Komponente von 

-r- ( t — 1 nie positiv wird. Sie ist negativ 1° in der Osthälfte 

des Zahlenfeldes innerhalb des Einheitskreises, 2® in der Westhälfte 
des Zahlenfeldes ausserhalb des Einheilskreises. 

Der t-Weg geht also notwendig durch die Punkte — i und i. 

Nur in diesen Punkten ist die reelle Komponente von — ( t ) 

null; auf dem ganzen übrigen Weg ist sie nie negativ. Fig. 2. 



/ 



V'' 



Fig.2 




"•'■*. 



11-2 






N 



I 



/ 



\. 



y 
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Man hat also 



1 /* -bx c-l r T\^~t) -a-1 . ^ 

2i^rJ J 





-N 




Man setze nun 



_r?o-T(-4)) 



r 



T= I e ^ -^ ^ ^-^ X dx, so hat man 







\7üJ 



S = -^^ I Tt dt 




-N 



Das Integral T konvergiert sicher, wenn c und die reelle Kom- 
ponente von b positiv sind. Man bekommt 



i (• - t) 



7C 7C 

WO die Phase von b ^ ( t ^ ) zwischen — und — einge- 



schlossen bleibt. Es sei b := -r- ( h r- )• Wenn h eine Wurzel 

2 \ \\) 

dieser quadratischen Gleichung ist, ist — die andere. Es steht 

daher frei, anzunehmen, dass h abs. > 1 sei. Die Phase von h liegt 

Tu 7C 

zwischen und --— Durch diese Substitution wird 

-H'-t)-w('+;,->- 

— c ^ ^ c — c / , 1 \ — c 

T=-2 r(c)t (h-t) (^t + — j . 

Denkt man sich h reell, also h > 1, so haben t, h — t, t + - 

h 

im Augenblick, wo t die positive Axe (zwischen und 1, also auch 
zwischen und K) überschreitet, alle drei zugleich nulle Phase. Folg- 
lich ist 

-n4?r'-'<-r(tH)"'«- 



\ 



— 119 r- 

Der Weg ist eine vom Weslpunkt aus um — und go- 

worfene rechlläufige Schlinge; denn in der Oslhälflo des Zahlenfeldes 
liegt er innerhalb, in der Westhiiifle ausserhalb des Kinheilskreisos, 

und h liegt in der Oslhälfle ausserhalb, in derWesllililfleinner- 

halb des Einheilskreises; folglich muss der Weg und — ein- 

und h ausschüessen. Am Horizont verhält sich das Integral, abgesehen 

t dl, beträgt also, da 

a-f-c positiv vorausgesetzt ist, hingst des Horizontes Null. Man darf 
daher den Anfang des Weges dem Horizonte entlang über Süd nach 
dem Ostpunkt zurück und das Ende über Nord bis in den Oslpunkt 
vorschieben. Dadurch wird der Weg zu einer aus dem Ostpirnkt um 

h geworfenen rückläufigen Schlinge, welche und ~- aus- 

schliessl. (Punktierte Schlinge in Fig. 2.) 

Setzt man nun t = — > so beschreibt s eine rückläufige 

s 

Schlinge aus um t. (Die zwei andern Pole ausser 1 sind oo und 

— h*}. Jetzt kann man noch den Weg rechtläullg machen, indem 

man -^ ds statt dt = ^-ds schreibt und bekommt: 

s^ s* 



S 



2°r(c) 1 f afe-l -c/ S V-c 

= r , Is (s— 1) I 1 - - -r ) ds. 

Ij*^^' 2\jcJ ^ \ hV 








Der geradlinige Weg für das Integral T halle zur Voraussetzung, 
dass c positiv sei. Damit wir die Schlinge des letzten Integrals um 
l herum zusammenziehen können, wollen wir noch annehmen, es sei 
c<l. Die Voraussetzungen sind also a-|-c>0, 0<c<l, mod. 
h > 1, rcp. h>0. Weil s — 1 auf dem Hinwege die Phase — vT. 
auf dem Herwege die Phase 7t hal, setzen wir dort Log (s — 1) = 
Log (l — s) -— i/i:, hier Log (s — 1) = Log (l — s) + Iti; dann tritt 
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I 5 wor 



— c . _^c 



vor das Zeichen ( , worunter (1— s) stall des frühern (s— 1) 





sich befindet, der Mullipiikalor 



e' 


71 a 


e 


1 71 e 




2 i 


?t 




S: 




2"' 


h 



Sin TT c 1 

und man hat 



7v ric) r(i — c) 
r(i-c) 



ü 

Der allgemeine Term von (l+n) ^ann in der Form 



c(c4-l) (c-f-2) ... (c^->i — 



^ — I — j s dargeslelll werden ; 



i. ^, ö» ... 

ferner ist p- + -' «"^1 - s)" ''ds = ^^^+^+^'^]^;^ ; 

schreibt man noch 

r{?. -(- a -[- c) =- (a f c + A — 1) .... (a + c) r(a -[- c) , 

rll 4- a -i- l) = (a 4- 1 -h ;L — 1) .... (a -f- ]) r(a 4- 1) , so folgl 

^=^2-^^^^h F(^c,a f-c, a-f-1, -j^l (o.) 

Jetzt, nachdem diese Form einer hygergeomelrischen Reihe ge- 
funden ist, fallen die zwei in < c < 1 liegenden Bedingungen weg. 
Der durch (5) dargestellte Wert des Integrals 

f^ _i(,._|yc-i 

S= I i(x) ^ "^ X dx unterliegl keinen andern Be- 

u 

schränkungen, als dieser Inlegralausdruck selbst; er ist also viel vor- 
züglicher, als der auf Seite 115 gefundene. 

Durch Anwendung des Seite 116 erwähnten Satzes ergeben sich 
aus der Gleichung (5) die zwei folgenden Formeln: 



— a — c 



s_2'=f/i-t-.'^-ii'=+'^{i-i-i.«r" 

i (.a -)- 1 ) 



(7.) 



- 1'21' - 

Die Yergleichung der Formel (1) S. 115 mit (6) ergiebl nun 
die in der Einleiturtg erwSlhnle Verwaiidlung einer hypergeomelrischen 
Reihe. Diese Verwandlung ist 

n -|- c a -|- c 4" 1 ^11 1 

~2 



MH^, ^^^^P^, n + l,-A 



= ' F ( c, 1 — c, a 4- 1, ). (8.) 

Setzt man — --— - = x, so folgt — -r-^^ = — 7- ^^— ri-; und wenn 

Ir -f- 1 " b^ (1 — 2x)* 

noch c==^&, a = y — 1 geschrieben wird, so hat man 

f a-\'y — l a_-j-r 4 x (1 — x) 

\ 2 ' 2 ' ^' (1 — 2 x)'* 

(l-2x)" + ^'-V. . 
:= ^ ,_-?--- —F («, 1 - a, y, X). (9.) 

(l-x)' ^ 

Damit diese Gleichung für die hypergeometrischen Reihen bestehen 
kann, müssen gleichzeitig 

, ^v , ,4xfl — X) . . _^ 4x(l— x) 1 . 

mod.x<l„ndm«d.-^j-^,-< 1 sem. Da J^2^^i = -^yZ:2^.-^' 

so setze man 1 — ^ 2x = u -f- iv, wo u und v reell sein sollen. Dann ist 

' il(l-zi\L/_L ._i\ (_1 lU !_.„ 

• ; Cl— 2x)«/ \(u + iv)^ / V(u — ivf V (u'' + v7^ 

2 (u* — v2) 4x(l — x) 

"**" 7-2— i — äT2+ 1- t)amit mod.- ^ ., ./ < 1, muss also 

(u* -f- \^f (1 — 2x/ 

u^ — v'-* > — sein. Für u und v hat man somit als Wertgrenie, die 

dt 

U* yS 

nicht erreicht werden darf, die gleichseitige Hyperbel -r-, y-- = 1, 

72 72 

1/2 
deren Halbachsen ^— sind und die -j^ 1, — 1 zu Brennpunkten hat. 

u und V Hegen in den Hohlräumen der Hyperbel. Da x die reelle 
Componente -^r ►— - hat und u < — ~- oder >^^ sein muss, so 

^v/2 + 1 , ^\/2 — 1 
ist rcp. X >— - — oder < - — r— x muss also auf der hohlen 

2\/2 2\/2 

1 

Seile einer gleichseitigen Hyperbel liegen, deren Halbachsen "^77^ 



Ordnet man dem Werte — ^ S%~.T2 = ^ ^^^ ^'ori \ = zu, so 
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sind und die Ü und 1 zu Brennpunklen Iwt. Jedem Wert van v go- 

hört ein bestimmter Wert von -^---x-rr zu, nicht aber umgekebrL 

(1 — 2x)* 

4 X (1^— x) 

Il--2x)- 

muss das Gebiet, auf welches x durch die Bedingung 

mod. - — ^-r-vi<C 1 beschränkt wird, x = in seinem Innern enl- 
(l — 2x)* ^ 

halten. Nun liegt x = im westlichen Hohlraum der Hyperbel und 

ein stetiger Übergang von hier in den ösHichen Hohlraum ist nicht 

möglich. X bleibt also auf denjenigen Teil des Innern des westlichen 

Hohlraumes beschrä'nkl, welcher in den Ginheitskreis hineinfällt. Für 

ein reelles x sind die Bedingungen somit — 1 < x < ^7 — 

2V2 

Direkter Beweis der Gleichnng (9). 

VI' I 4x(l— x) ..r./« + j' — l «-fr \ 

^^"" y = +-(r--2xr '" ''^ ^ [- 2 ' ' 2 - •"^) 

A = 00 

^^^ 2« . kiyir + i) ... ("r-l-A-D 

Der Zähler des Coefficients weist auf die Funktion 
r(a\-y-\-2k — 1), der Nenner auf die Funktion F {}•-{-/) hin. 
Will man aus diesen ein Eulerscheis Integral erster Art bilden, so ist es 

r (2^+ « + /"!) _ J C{^ A +« -I- ;- - ^ , _ ^ ^- ^ " - «I, 

r(i + «) ni-l-y)- 2iycJ '^ 






Man bekömmt auf diese Weise, bei gleichem Wt»gy 

"^V~~2 ' 2 '^'"^ 

Damit die Summe unter dem Integralzeichen convergiere, muss längs 
des ganzen Weges 4 — -- abs. > y sein. 



J 
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Denken wir uns zwei Zahlenfelder, eines ffir die unabhängige 

l- 
Variable l, ein anderes für die Funiilion T == — — — . Im T-Pelde 

4(1— ij 

sei dem Nullpunkt eine Schaar von Kreisen umschrieben; diesen 
Kreisen entsprechen im t-Felde solche Kurven, längs deren die Funk- 
tion T ihren absnhilen Wert erhält. Eine solche Kurve heisse nach 
Schläfli^'^) Isotime. Die Isoliraen der Funktion T auf dem l-Felde 
sind die conformen Abbildungen der Kreise auf dem T-Feld. 

Betrachten wir die Sache zunächst ganz allgemein. 
Wenn t ■= a - j- h ist, wo h sehr klein bleibe, so ist im Allge- 
meinen T = A -j- B h -f- — C h* *j- . . . , wo B nicht verschwindet. 

Damit mod. T sich nicht ändere, rauss auf dem T-Felde die kleine 
Strecke, welche den Zuwachs Bh nach Grösse und Richtung darstellt, 
zum Leitstrahl, der A nach Grösse und Richtung darstellt, senkrecht 

sein. In die Richtung von A durch den Faktor e'°" charakterisiert, 

i(„„±i-) 

so muss diejenige von Bh durch e gegeben werden. 

An B haftet der Richtungs-Coefficient e*^"~ ^", somit muss h als 

solclien e ^ bekommen. Dadurch ist die Phase des Zu- 

wachses h bis auf 7t mehr oder weniger (modulo 7t im Sinne der 
Zahlentheorie) bestimmt. Die Tangente der durch t = a gehenden 
Isotime ist einfach bestimmt. Ist A sehr klein, so ist die Isotime ein 
sehr kleiner Kreis um den Punkt I, für den T verschwindet; und 
wenn A null wird, so zieht sich die Isotime auf den genannten Punkt 
l = a zusammen. Abgesehen v(m diesem Falle eines (einfachen) Null- 
poles t der Funktion T kann, so lange als die Funktion T endlich 
bleibt, eine Änderung des beschriebenen Zustandes nur dann ein- 
treten, wenn B verschwindet, wenn also T die Form A -f- -«- Ch* -\- . . 
annimmt. Damit mod. T konstant bleibe, muss h* den Richlungs- 

Coefüzienlen e ^ erhalten. Hiedurch wird die Phase des 

Zuwachses h nur mod. -~ bestimmt und die durch t = a gehende 
Isotime bekommt zv.ei Tangenten, die zu einander senkrecht stehen. 



1 
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Der Punkt t = a, in welchem — —- verschwindet, ist ein Knoteo der 

dt 

durchgellenden Isolime (mod T = mod. A). Der Werl von l wird 

aber durcii die Gleichung -— = bestimmt, wenn auch nicht ein- 

Cach, docii mehrfach. Auf dem t-Felde sind also nur einzelne zer- 
streute Isolimenknoten vorhanden und in Jedem dieser Punkte hat 
mod. T einen bestimmten Wert. Es giebt nur einzelne Isotimen mit 
Knoten. Eine beliebig gewählte Isolime hat keinen Knoten. 

Für die Pole einer Funktion gellen folgende Bezeichnungen- 
Wenn für l = a + h die Entwicklung der Funktion die Form hat 
T = Ah + . . . , oder T — Ah* + . . . , oder T = Ah' -j- . . . u.s.w., 
s.) heisst der Punkt a ein einfacher, doppeller, dreifacher . . . etc. 
Nullpol der Funktion Wenn aber die Entwicklung die Form 

T = A -f- B -I- Ch -f . . , oder T == -^ -1- -?- 4- C + Dh + . . hat, 
h h* h 

so heissl a einfacher, doppelter, . . . Unendlichkeitspol der Funktion. 

Wenn für ein grosses t die Entwicklung der Funktion die Forui 

B C 

T = A -J 1 — j '{- " hat, so ist l = oo ein gewöhnlicher Punkt 

B C 

der Funktion. Wenn T = A -j — ^ -| — 3 -j- . . , so ist t = 00 ein 

Knoten der Isotime (mod. T = mod. A). Wenn T = —-}-..., oder 

\ 

T = -y -f- . . , SO ist t = 00 einfacher oder doppeller Nullpol. Wenn 

T = AI + B f — -1- . . . , oder T = At^- Bt + C + ^ + . . , sj 
ist t = 00 einfacher oder doppeller Unendlichkeitspol. 

Wenn der konstante absolute Wert der Funktion T sehr klein 
isl, sü besteht die Isolime aus lauter kleinen Kreisen um alle Null- 
pole. Wenn mod. T sehr gross isl, so besteht die Isolime aus 
kleinen Kreisen um alle Unendiichkeitspole. Wenn 00 ein Pol ist, 
so wird der kleine Kreis durch einen sehr grossen erselzt. 

t« 
Kehren wir nunmehr wieder zur gegebenen Funktion T = rjrZT) 

zurück. Da sie eine rationale Funktion ist, so isl sie in jedem 
Punkle des t-Feldes einfach bestinmt. Zwei verschiedene Isotimen 
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haben daher nif» einen reellen Punkl gemein. Eine Isolime hal im 
allgemeinen keinen Doppelpunkt. Wenn aber ein Kreis durch einen 
Verzweigungspunkl des T-Peldes gehl, so entspricht diesem Punkl 
ein Doppelpunkt derjenigen Isolime, welche das Bild des Kreises ist. 
Eine solche Isotime mit Doppelpunkt möge Grenzscheide heissen. Sie 
ist von Wichtigkeit wegen der Gebiete, in welche sie das ganze l Feld 
einteilt. Ein solches Gebiet hat in seinem Innern entweder einen 
Nullpol oder einen Unendlichkeitspol der Funktion T, um den herum 
die geschlossenen Kurven, die entweder eine ganze Isotime aus^ 
machen oder ein Stück einer solchen darstellen, sich immer mehr 
zusammenziehen. Wenn längs der Grenzscheide mod. T = m ist, so 
durchläuft in einem Gebiete, das einen Nullpunkt enthält, mod. T von 
Isolime zu Isolime alle Werte von bis m ; und in einem Gebiete, 
das einen ünendlichkeilspol enthält, alle Werte von oo bis m, wenn 
man in beiden Fällen mit den kleinsten Kurven um den Pol heruni 
beginnt und bis an die Grenzscheide fortschreitet. 

Die Bedingung — = für die Verzweigungspunkte des t-Feldes 

verwandelt sich im vorliegenden Falle in t (1—2) = 0. Wenn 1=0, 
so ist Tr=TO, und wenn 1 = 2, so ist T=:l. Das T-Feld hat also 
die Punkte und 1 zu Verzweigungspunklen. 

Setzt man R2 = T(T— 1), also R= 44?— 1?^, T + R = 4"» 

^ ^' 4 (t— 1) ^ 2 

so ist 1=2 (T+R); in dieser Formel sind die Yerzweigungspunkle 

unmittelbar zu erkennen. 




Fig.Z. 



Man denke sich nun auf dem T-Feld die Strecke von bis 1 
als Übergangslinie. Um ihre Abbildung im T-Feld zu erkennen, setze 
man T = cos* (p ; während (p von bis tc gehl, wird T die Über- 
gangslinie vollständig umlaufen. Die obigen Formeln ergeben dann 

R = i sin ^ cos ^, t = 2 cos 9? . e . Diesen Punkt bezeichne man mit 
P, Fig. 3, die Punkte t= 0, 1, 2, resp. mit A, B, C. Dann isl AC= 2, 

AP = AG. cos ^, 2^ C A P = ^ wogen des Faktors e ; daher 
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2^ APC = -^, folglich beschreibt P einen Kreis K um den Durch- 

messer AC. Dieser Kreis isl. das Bild der Übergangslinie, einer 
Doppelgeraden. 

Jeder Originalkreis, dessen Radius mod. T kleiner als 1 ist, 
läuft zwei Male um. Sein Bild ist eine einrache geschlossene Kurve, 
welche den Punkt A umgiebl und die Realilätslinie sowohl als den 
Kreis K je zwei Male, wegen der Conformität der Abbildung recht- 
winklig schneidet. Die Schnittpunkte mit der Realitätslinie sind die 
Bilder der zwei übereinander liegenden Punkie, in denen der Original- 
kreis die negative Achse passiert, die Schnittpunkte mit dem Kreis 
K sind die Bilder der zwei Punkte, in denen der Originalkreis die 
Übergangslinie passiert. 

Jeder Originalkreis, dessen Radius mod. T. grösser als 1 isl, 
läuft nur ein Mal um; es liegen aber immer zwei solche Kreise 
übereinander, einer im obern, der andere im untern Blatte des 
T-Feldes. Das Bild des einen liegt innerhalb des Kreises K und um- 
giebt den Unendlichkeilspol t = 1 , das Bild des andern liegt 
ausserhalb um den Kreis K herum und nähert sich dem Horizonte 
l = :>o (Unendlichkeitspül der Funktion T), je mehr mod. T wächst. 

Mod. T = ist die gleiche Bedingung wie T = und zeigt 
nur an, dass t = ein doppelter Nullpol der Funktion isl ; einem 
einfachen Umlauf der Variaboln t um entspricht ein doppelter Um- 
lauf der Funktion T um 0. 

Der Kreis mod. T =:= 1, welcher durch den Yerzweigungspunkt 
T = 1 hindurch gehl, hat eine Grenzscheide zum Bilde mit dem 
Knoten t = 2. Es bedeute P den laufenden Punkt der Grenzscheide; 
die Punkte 0, 1, 2 seien wiederum der Reihe nach mit A, B, G be- 
zeichnet. Wählt man den Knoten G als Ursprung der Goordinaten, 
so vereinfacht sich die Gleichung der Kurve. Man setze daher 

l = 2 + x + iy, dannist(mod/r)2=^,^-^^^^ (i+^Zll>l' ^vor- 

aus ((2 -}- x)2 + y-)" = 16 ((I + x)^ + y^), oder wenn CP = r ge- 
setzt wird, (r^-)-4:xy^ — Br^^^O als Gleichung der Kurve folgt. Sie 
ist eine Kurve vierten Grades, die den Ursprung zum Doppelpunkt 
hat. Will man ihre Beziehung zur unendlich fernen Geraden kennen, 
so mache man die Gleichung homogen ; das System 
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((K + 2 z)^ + y^)^ - 16 7} ((z + x)^ + yO = I 

Z =:- J 

(>' + ff = 0, d. h. die 
doppelt gelegten imaginären absoluten Richtungen. Die Kurve hat so- 
mit die zwei unendlich enlfernlen Kreispunkle zu ftückkehrspunklen. 
Sie ist bekannt unter dem Namen Pascalsche Schnecke (limagon de 
Pascal) und Kreisconchoide. Eine eingehende Behandlung hat ihr Prof. 
Dr. (leorg SiJler zu teil werden lassen (Mitteilungen der nalurfor- 
schenden Gesellschaft in Bern vom Jahr 1873). Wir beschränken 
uns auf das, was der vorliegende Zweck erheischt. 

Setzt man x = r cos 97, so hat man aus der Gleichung 
(r^ -j- 4 x)^ — 8 r^ = entweder r = 2^/2 — 4 cos p oder 
r = — 2\/2 — i cos (f. 

1. Wenn r = 2y 2 — 4 cos ^, so wird r == für ^ = — - und 
für (p=- also ist ' < ff < -r-- Für (p=^ jc wird r = 4 + 2\/2, 

t = 2 -|- re'' =— 2(5/2 + 1). Dieser Punkt heisse D. Er gehört 
der äussern Schleife der Kreisconchoide an, welche die negative Achse 
des t-Feliles in D rechtwinklig schneidet. 

2. Wenn r = — ^\J 2 — 4 cos ip^ so ist r = für (p =— ' 

4 

und für ^ — - -. , also -— - <C(p <i- ,- . Für ^ = ^r wird r = 

4 4 4 

4 — 2\/2, t=i= 2(\/2 — 1). Dieser Punkt heisse E. Er gehört der 
innern Schleife an, welche die positive Achse des t-Feldes in E 

rechtwinklig schneidet. E liegt westlich von B, EB=3— 2\/2 

Diese Grenzscheide (s. S. 128) kann man in bekannter W^eise 
konstruieren. Der Punkt t = — 2 (Fig. 4) heisse F. Man zeichne 
einen Kreis, der FC zum Durchmesser hat, P sei. der laufende Punkt 
dieses Kreises. Man ziehe die Gerade CP. verlängere sie und trage 

auf ihr nach beiden Seiten hin von P aus die Strecke 2\/2 = NP ==: 
N'P auf; dann sind die Endpunkte N, iN' der aufgetragenen Strecken 
Punkte der Grenzscheide. 

Die Greiizscheide teilt das t-Feld in drei Gebiete. Das erste 
Gebiet enthält den doppelten Nullpol t = und um diesen herum 
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alle Isotiraen, bei welchen mod. T < 1 ist. Es liegt in einem Kranze 
zwischen beiden Schleifen CDC und CEC der Grenzscheide. Seine 
zwei rechtwinklig zugespitzten Enden berühren einander in C. Es 




sei mit (0) bezeichnet. Durchschneidet man das T-Feld längs des 
zwei Mal umlaufenden Kreises mod. T = 1, — den Yerzweigungs- 
punkt T = 1 kann man mittelst eines sehr kleinen Doppelkreises 
herausschneiden — so zerfällt es in drei einfach zusammenhangende 
Stücke. Das innere zweiblättrigo Stück mit dem Verzweigungspunkt 
T = als Mittelpunkt ist Original des ersten Gebietes des t-Feldes. 

Das zweite Gebiet enthält den einfachen Unendlichkeitspol t = l 
und liegt innerhalb der innern Schleife CEC; es sei mit (1) bezeichnet. 
Das dritte Gebiet enthält den einfachen Unendlichkeitspül t = oo und 
liegt ausserhalb der äussern Schleife CDC, es sei n}it (oo) bezeichnet. 
Beide Gebiete (1) und {oo) sind üikier der zwei noch übrigen Stücke 
des -T-Feldes. Die Gleichung mod. T = m, wenn m> 1, stellt zwei 
getrennte Kreise dar, von denen der eine sein Bild im zweiten 6e- 
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biele (l), der andere sein Bild im drillen Gebiet {o^} haU Bmde 
Bilder sind geschlossene Kurven, welche zusammen die Äum absoluten 
Werte m gehörende Isotime ausmachen. Anfangs, wenn m noch sehr 
wenig grösser als 1 ist, liegen beide Stücke der Isotime nahe an der 
Grenzscheide und nähern sich einander nur in der Nähe des Knotens. 
Zuletzt besteht die Isotime aus einem kleinen Kreise um 1, und einem 
grossen, der im Begriff ist, in den Horizont überzugehen. Zwischen 
den zwei Kurven, welche die zu m > 1 gehörende Isotime ausmachen, 
liegt ein Kranz, der das ganze erste Gebiet (0) in. sich enthält und 
nach innen den Unendlichkeitspol 1, nach aussen den Unendlichkeits- 
pol oo unzugänglich macht. 

Hieraus sind nun folgende zwei Fälle ersichtlich. 

1. Innerhalb des Kranzes ist es möglich, einen Weg von aus um 

t^ 
1 herum zu führen, so dass längs des ganzen Weges mod. -r- x 

stets kleiner als m bleibt. 

2. Wenn dagegen eine positive Zahl /« kleiner als t ist, so ist es 
unmöglich, einen W^eg von aus um 1 herum und zurück zu führen, so 

dass stets mod. — tj — — < jit bleibt. 

4 (t 1) 

Auf Seite 122 verlangte die Integration, dass ein Weg von 

aus um 1 herum zurück gefunden werden sollte, längs dessen stets 

t* 1 

-r-— — -r abs. < — sei. Diese Forderung kann erfüllt werden, wenn 
4 (t— 1) y 

mod. y < 1, kann aber nicht erfüllt werden, wenn mod» y = 1 oder 

mod. y > 1 ist. 

Wenn mod. y < 1 ist, so denke man sich die zwei geschlos- 
senen Kurven, aus denen die zu — r- gehörende Isotime besieht, 

mod.y 

und führe t von aus im Innern des von beiden Kurven begrenzten 
Kranzes herum. Dann ist eine Entwicklung nach steigenden Potenzen 

yt2 

von — Tj — TT convergent, man hat längs des ganzen Weges 

P (£±/^L, .41, „ _,) =. 

9« 
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Das vorliegende Integral hat vier Pole t = 0, l = oo und 

y 4x(l— x") 
die zwei Wurzeln der Gleichung ^t^-f-t— 1=0. Da y= 

gesetzt ward, so ist | l^+t^l= (^^^t-^l) (j^^i^+^y 

v/2^1 
Während x von bis — -r—^ (siehe pag. 121) positive Werte 

2V2 

l 2x 

durchläuft, gehl y ununterbrochen von bis 1; geht auf der 

positiven Achse ununterbrochen von B bis E zurück (sinkt von 1 auf 

1 Ov 

2 (v 2— 1) herab) und die andere W^urzel lauft ununter- 

brechen vom Westpunkl bis D (von — N bis 2 (v^2 -f- 0) vorwärts. 

In irgend einem mittleren Augenblick besteht die zu ; — gehör- 

niüd. y 

ende Isotime, wie oben auseinander gesetzt, aus zwei geschlossenen 
Kurven, von denen die eine ganz im Gebiete (1), die andere im Ge- 
biet («>3) liegt. Vermöge der Conlinuität wird die erste Wurzel 

1— 2x 1 — 2x 

auf dem innern, die zweite — auf dem äussern Rand 

1 — X X 

des Kranzes sich befinden, welcher von der Isolime — - — gebildet 

mod. y ° 

1 2x 

wird. Der t-Weg ist eine aus um -^j geworfene rechtläuflge 

1— 2x 
Schlinge, welche ausschliesst. 

X 

.v I » \/2— 1 ..1 Kl ^— 2x __ . . 

Wachst X von - — r— bis — -, so gehl — von E bis zum 

2\/2 2 1 — X 

1 — 2 X 
doppelten Nullpol, geht von D bis und y läuft von 1 in 

den Ostpunkt hinaus. Die Isotime — -— - fällt in das Gebiet von (0) 

mod. y 

hinein und auf ihr befinden sich östlich und westlich von Q die Punkte 

^ 2x 1 2x 1 2x 

--Z und --. Jede aus um den Punkt gewor- 

1 — X X 1 —X 



— 131 — 

fene Schlinge muss aus der von der Isolime umschlossenen Fläche 

herauslrelen und längs des äussern Weges ist notwendig 

t* 1 

mod. 2 > — - — . Der Inlegralionsweg kann also die gestellte 

Bedingung nicht erfüllen. Die schon pag. 121 entwickelten Grenzen 
für X ergeben sich hier neuerdings. 

Für das Integral pag. 130 ist nun der Integrationsweg gefunden. 
Man hat 

_ r(a) ri(y ) 1 r»i-y-2/ 1-x \-« 

— n'^+r-l)2i7r J ' \l-2x^ V 

/ X \ ' " / 1 2x 

X ( — l -}- 1 ) dt ( reclitläuiige Schiinge aus um -:j — ~ ge- 

\ 1-x 
worfen 1. Setzen wir . 2v ^ — 1 = u, so ist dar u-Weg eine aus 

/ 

— 1 um geworfene rechtläufige Schlinge, 
l~:2x,, , . xt t + XU 

(a±y-l a±Y \ _ r(a)r(r) »+y-i 



(1-xr -'^2^1 «' (1+u) ^' '(1+xu) 



du, 



— 1 




Wenn x abs. < 1 ist, so kann man den u-Weg so legen, dass 
stets mod. xu < 1 bleibt und kann dann unter dem Integrations- 
zeichen nach steigenden Potenzen von x entwickeln. Durch Anwen- 
dung der Formel 

Z3> 



— 1 



erhält man dann 



a + y — 1 « -jz_y 4x (1 — x) 

2 ' IT'' ^' ~ ([—2\y 
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a-\-y — 1 1 — y 

=-(1— 2X) (1— X) F(«, 1 — «, r. X), 

giillig, wenn x innerhalb des Einheitskreises auf der hohlen Seile des 
weslhchen Zweiges der gleichseitigen Hyperbel liegt, die durch die 
Brennpunkte und 1 bestimmt wird. 



§ 7. 
Besondere Fälle der GleichoDgen (4), (6), (7). 

Wir benutzen die in diesen Gleichungen gewonnenen Resultate 
noch um zu zeigen, wie aus denselben auf einfache Weise Ausdrücke 
für mit Besselschen Funktionen gebildete Integrale erhallen werden 
können. 

In der Gleichung (4) setze ich h = 1, i, — i. 
1. Wenn h = 1, c < 1 ist, so hat man 







X— 1 



1 « 4- c 



rV-"^/'"'"^""'"-^' '"'^'^ 



i^ 






also I J(x) X dx = 2 — — , wenn c <-^. 

J ^/«-c . .\ 2 






Für c = 1, 0, — 1 hat man daher 




CO 

a 



J(x) dx==l, wenn a > — 1, 



« dx 1 



o dx 1 

K^) ^ = .jar_f' w^'^^ a > 1. 
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7C 

2. Wenn h=^ i, so isl das nur mit Phase — - möglich. Man be- 



kömmt : 

i n 



(a+c) /•! 



gc --^y-^--} r'a+c-l -2e 



1 ;r 

=r- e 



- 2" ^^+^^ 2^ r(a-}-c) r(t— 2c) 
r(l— c)~ Fia- c |- 1)~ 

Die Herleilung setzt 1— 2c > ü voraus. 



/-(>-c) r(i-c) 



Da r(l— 2c) = -^ — ,, — ; — v-j ^ö h^l ^3" 

2 . r(-^- 



/>«^ .a-l-c r( c)r(a-fc) 

r« - ix e-1 - i o- '"^ l \ 2 / ^ ' 

I J (x) e X d X = e " — — - — • 

6^ i\\) ^ia-c+i) 

3. Weil h= —i nur mit Phase - -^ möglich Isl, so erhält man 

u 

hiefür den conjugierten Wert. 

Wenn also c < - --, a + ^ > 0, so ist 

dt 

a c-1 1 V 2 / ^ (a -^ c) yr 

J (x) X cos X . d X = --;; .\ , cos - 



2« 



r(;)r(a-c-M) 



._. n : -) K^ \'> 

= 2 

rl a— c^-l 



H)<n-) 



^ 1 



1 ^^2 -r^^"^^"^ ,. (a + c^ 



fa C-1 1 "^ V 2 "/ ' \" I "/ /a-|-c)7r 
J(x) X sin X dx= ^-; —;----' sin ^ 







rQ-) r(a-c i-i) 
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a — 
= 2 



r(a-c+i)r(i-^') 



Hieraus'*) ergeben sich zum Beispiel 

J (x) . cos X . — = , I J (x) sin X — = 



J ' X a ' ./ ^ ' X a 






wenn a > 0. 



Die letzte Gleichung gestattet noch, dass a verschwinde, und 



J (x) sin X — = — . 



ü 



dx = -^. 

X 2 





In der Gleichung (6) kann man c einer ganzen Zahl gleich 
setzen, dann bricht die Reihe rechts ab. Wenn n eine nulle oder 
positive ganze Zahl bedeutet, so hat man 



fa — bx n 

J (x) e x dx = 



= 2 



n+1 h'^-a+l '^ (n-f;i)! r(n-f-a + l)/ 1 



(h2+l)ii+l j^ ^ 1 (n + A) ! r (i + a + 1)V h« + 1/ 



a — bx dx 







J(x)e 



r(a— n / 1 \^ 



2"h" + a-H;i!(ii — A)! 



^;i!(ii — A)! r(A+a+l) V li*+l/' 



Für n = ergiebl sicli 

a ^ --bx 2h A 

J(x)e dx=:— ^ - . I Jix)e 

h« + 1 J X ah^ 





-bxdx 1 
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In der Gleichung (7) bricht die Reihe rechts ab, wenn 
c = a -)- n -|- 1 wird und giebt 



ß 



— bx n-fa 
J (x) e X d X = 





n+a+1/ jj \n-f2a+l 



= 2 



/_h_Y+2«+lXjyn\ r(;i+n+2 a+l) /_ 1 V . 

WfV fTo^K' ra+a+1) V h»+i/ ' 

Für n == 0, 1 ergeben sich 

rf° -bx a 3«+iM' + t)/ h \2a + l 

J(x)e Xdx=2 + -\-^(^ 

J^i^)^ " «^" = 2 — 7n-VhM^j hM^i- 
r\ 

Die leUlen zwei Formeln slimnien mit zwei von Sonine 40 
angegebenen überein, wenn dort in der ersten Formel 

J/ ( ni -|- . - ) in JI 1 m — — I verbessert wird. 



%III. 



Das Weber'sche Integral S=J J(cx) J(x) dx^ 





40^ 



ein discontinuirliches Integral/) 



§ 1. 

Einleitung. 

Im 75*^" Barido des Crelle'schen Journals für Mathematik hat 
H. Weber den bekannten discontiniüerlichen Integralen 



sin X cos a x 







und verwandten das Integral 

/•oo 

I J (x) J (a X) dx 



als Analogon an die Seite gestellt. Sonine gab dann im 16. Band 
der « Mathematischen Annalen» pag. 38 und pag. 51 allgemeine Formeln, 
welche das Weber'sche Integral als speziellen Fall enthalten. Zu der- 
jcMiigen dieser Formeln, welche eine Inlegraldarstellung der hyper- 
geometrischen Reihe bietet, gelangte auf anderem Wege auch Schaf- 
heitliii, Math. Annalen Bd. XXX. Der nachfolgende Abschnitt hält 
sich an die Weber'sche Integralform und verallgemeinert die Para- 
meter. Eine direkte Berechnung des allgemeinen Weber'schen 
Integrals 

/■»oo 

/ a b 

I J (X) J (C x) d X 



wurde bis zur Arbeit Gublers nicht gegeben. Die Anregung dazu 
hat derselbe von L. Schläfli empfangen. 
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Das Integral 



§2. 



ß 



OD 

b 



(x) J (cx) dx 



sei zur Abkürzung mit S bezeichnet. An der untern Grenze verhält 
es sich ^'ie 

const. X I x'^'^dx, 

erfordert also zur Convergenz 

a + b -f- 1 > 0. 
Vermöge der für ein grosses x gülligen Formel 

ist für die obere Grenze die zu integrirende Funktion gleich 

— ~ cos I x — ^- I a -I — j I cos (c X (b -\ — i i . - 

7c\/c \ 2\ 2JJ \ 2 V 2/y X 



cos 



[(1 --C) X- I (a-b)j cos [(1+c)- J-(a+b+l) j 



TcSjc Ix X 

Denkt man sich c positiv, so ist die Convergenz an der obern Grenze 
gesichert, wenn c von 1 verschieden ist. Das Integral convergiert 
dann hier wie 



^'" y d ^ und I ^^A,f . 



Ist c= 1, so kommt im Produkt der beiden Cosinus der nicht 

1 rr 

oscillierende Term - - cos (a — b) -^ in Betracht; das Integral diver- 

/ dx 
giert dann wie 1 — Nur wenn a — b eine ungerade positive oder 

X, X 

negative Zahl ist, convergiert das Integral auch für c = 1. 

Wenn c > 1, so ersetze man x durch - -, dann ist 

c 
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WO nun — < 1 ist. Man braucht also nur den Fall zu betrachten, 
c 

wo < c < 1 ist. 

§3. 

Um S zu berechnen, substituiere man 

e t-^-^dt 



1 r 




Der Weg ist eine rechtläuflge Schlinge aus — N um 0; sie gebe 
durch — i und i, liege westlich ausserhalb, östlich innerhalb des Ein- 
heitskreises. Setzt man dann 

(x) e d X , 






so ist 



ittJ 



2 
Weg die vorhin beschriebene Schlinge. 

Wenn u = — cft — ), so dass u in der östlichen 

u \ t / 

Halbebene ausserhalb des Einheitskreises liegt, so ist nach der Formel 
(S. 184 unten) 

/OO 1— a / 

j\x)e-»>-dx-|*^-p, wob= 2-(h-~^ 



T = 



2u'-* 



u^ + 1' 

Wenn t im Weslpunkt sich befindet, so ist u -- — et im Ostpunkt. 
Während t vom Westpunkl bis — 1 läuft, läuft u vom Ostpunkt 
bis 1. 

Wenn t .-r — e f <y> < j, so sei c = sin/:?( </^<^ I ; 

dann wird u 2 i sin /? sin (p. Setzt man sin ß sin <p = sin /, 

so läuft X von bis ß, u = e'^ (0 < ;f < ß). 

Weil l in der Westhälfte ausserhalb des Einheitskreises bleiben 
und vom Weslpunkle bis nach — i, zum Beispiel in der Südhälfte 



J 
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gehen soll, [so läuft der entsprechende Teil des u-Weges im hord- 
Östlichen Yierlel vom Oslpunkt bis e ausserhalb des Einheilskreises. 

In u = e^^,^(l = — i) ist — = 0, der Punkt e ist also ein 

Yerzweigungspunkt des u-Feldes. Wenn daher t in gerader Linie 
durch — i gehl, um in den Einheitskreis einzutreten, so kehrt u vom 

iß 
Punkt e — in unmillelbarer Nähe gedacht — auf demselben Wege 

zurück, auf dem es hergekommen ist. Im Augenblick, wo t die posi- 

— Q 
live Axe zwischen und 1 im Punkte e , q positiv, erreicht hat, 

hat auch u die positive Axe in einem östlich von 1 liegenden Punkte 
e , fin (y= sin /?. fing, erreicht. Die zweite Hälfte des u -Weges 



JlV -*•••— —m,^^ 




darf man sich zur ersten in Bezug auf die Realilälslinie symmetrisch 
denken. Der u-Weg liegt also östlich ausserhalb des Einheilskreises, 

iß 
geht vom Ostpunkt aus in der Nordhälfle nach e , kehrt hier zu- 
rück und geht hier in die Sudhälfle, um noch einmal den Einheils- 

kreis in e anzutrefifen und kehrt von hier nach dem Oslpunkt 
zurück. 

§ 4. 
Die Gleichung zwischen l und u wird 

u^-l + cUu — -^) = 0. 



u 



Man setze daher tu =:= p. — ■= q; dann ist u^ = pq und die Gleich- 

ung wird 

pq — 1-f-t^P- cq==0. 
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Sie giebt 



cq + 1 .,2^q(cq+l) .2^ cq + 1 



p = -^^4-» "'= \, . --^> t' = 



q+c ' q + c ' q(q + c) ' 

Diese Subslitulionen gestallen, die zu inlegriereDde Funklion durch 
die Variable q allein auszudrücken. Die nächste Aufgabe ist, den 
q-Weg aufzufinden. 

In Bezug auf t als Funktion von q hat die q-Ebene die vier Ver- 
zweigungspunkte 0, oo, — c, . Um den q-Weg zu finden, 

c 

wollen wir t von — N bis — 1 führen, dann in der Südhälfte des 
Einheitskreises bis 1, und erst nachdem wir den entsprechenden 
q-Weg gefunden haben, die Verschiebung vornehmen, welche macht, 
dass t von — N bis — i ausserhalb, — i.bis -}- 1 innerhalb des Ein- 
heitskreises bleibt. 

Wenn t= ~ e , wo A alle positiven Werte von co bis durch- 
läuft, so sei [in /t = c . fin ?r, dann ist u < ?. und /^i durchläuft auch 

,** — (^•^,") 

die positiven Werte von c>o bis 0. Weil u = e , so ist q = — e 

und geht von — c bis — 1. 

Wenn t = — e , wo ^ von bis 7i läuft, so sei sin x -^ sin ß sin <p\ 
dann ist x < (f. % geht von bis ß^ wenn r/) von bis — geht und 

jC i/ 

kehrt dann zurück, wenn tp von '— bis n geht. Da u = e ' und der 

Cd 

Faktor — 1 in t ^= — e als e aufzufassen isl, so ist q = e 

i n 

und geht von e in rückläufiger Richtung dem Rande des Einheits- 

i(o-frA 
kreises entlang durch den Punkt e " , welcher dem festzuhaltenden 

Punkt t = — i entspricht, bis ans Ende 1 des nördlichen Halb- 
kreises. 

Nimmt man nun mit dem t-Wege die vorhin angezeigte Ver- 
schiebung vor, so verschiebt sich auch der q-Weg so, dass er von 
— c innerhalb des nordwestlichen Quadrats des Einheitskreises nach 

i(-' +/0 
dem Punkte e " ^ hingeht, dann aus 'dem Eiuheitskreise heraus- 



— Ul — 

tritt, die laterale Axe nördlich von i passiert und ausserhalb des Ein- 
heitskreises im nordöstlichen Viertel der Ebene nach einem Tunkte 









O-k -1 



"^. 






-^^ ^ 

% 




^toeg 



der positiven Axe hingeht, der östlich von 1 liegt. Der übrige Teil 

dos Weges führt durch den Punkt e nach — c zurück und 

liegt in Bezug auf die Realitätslinie symmetrisch zum ersten Teile. 
Der ganze q-Weg ist also eine vom Pol — c aus um den einzigen 

Pol gelegte rückläufige Schlinge, welche den Pol ausschliesst. 



§ 5- 



Nach Seite 138 ist 



wo nun 



also 



1 r -b l-a 2 dt 

2i7rJ u^-j-1 t 



— b '> 2 "2" 

1 =(cq4-l) q (q-l-c) , 

1— a 1— g a— 1 

1— a 2 2 2 

11 =q (cq + 1) (q+c) , 

2 _ 2(-q+c ) 
u*-}-l — c(q«-|-l)+2q 



dl 



1 c(q«-f l) + 2q 

-/T d q ; 



2 • q(q+c)(cq-t-l) 



-b l-a 2 dl 



b — a— 1 



b + a— 1 



•) 



(q + C) ^ (cq-i-1) 



a + b+l 

2 dq. 
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Man machl nun die Schlinge rechtläufig und mulliplizierl daher den 
letzten Ausdruck mit — 1, so bekommt man 

/» ^^ — »— ^ b-l- a-l __ a-f b-fl 

S = 2J;;)q ' (q+c) ' (cq + 1) ' dq. 
Setzt man q == c z, so kommt 

b-R-t b-fa-l a-f b + l 

Man nehme nun für einen Augenblick ~— als positiv an, 

um die Schlinge um zusammenziehen zu dürfen. Wenn das ge- 
schehen ist, setze man z ;= — t; auf dem Hinweg ist dann 
Log z = Log t — i 7t, auf dem Herweg Log z = Log t -f- i ^j ina sehr 
kleinen Kreis um herum verschwindet das Integral. Man erhält dann 

b — a— l b+a^l aH-b-f-l 

i'b ^ 2 '2 n 2 

S=- , " . r irft (l-l) (1-c'O dl; 

^/a— b-f-l\ ^/b— a-l-1 





also 

/a-f-b-fl 

c_ V 2~; /a+b+1 b-a+1 

^- ^ /a_b+l\'/V "2—' — 2 

r(b+i)r' ^ » 



, b + 1, c*) , 



wo nun die Bedingung hinsichtlich wieder wegfallt. Wir 

haben also das Ergebnis: 

Wenn a -f b + 1 > 0, < c < 1, so ist 

C^ b 

(A) I J(x)J(cx)dx 



r(b+i) r(^±i) 
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Um das Integral für den Fall darzustellen, wo c > 1 isl, ersetze man 
X durch — , multipliziere mit c und schreibe dann a, — resp. statt 
b, c. so kommt 

7 4 



(B) I J(x)J(cx)dx 



j,i a+b-f-l 



) 







CO 

a b 



^-._. p. a+b+l a-b+l . j ± 

.,+„r^-^)° '^ ^ ' ^ • + '-'• 

a + b-j-l>0, Ol. 

Diese zwei Funktionen gelten auch für komplexe Werle von c und 
haben mit Ausnahme der Pole c^ = 0, 1, oo den Charakter ganzer 
Funktionen. Keine gehl in die andere über. An der Stelle c =» 1 
tritt also für das Integral ein Funklionswechsel ein. Hierauf wollen wir 
in einem spätem Paragraphen no«;h näher eingehen, vorerst aber die 
Fälle betrachten, wo a — b eine positive oder negative ungerade Zahl 
ist, und in welchen, wie wir gesehen haben, c = 1 werden darf. 

§ 6. 
Wenn a — b = — (2n-f-l) ©ine negative ungerade Zahl ist, so 

wird r ( -—^ ] == 2" ( — n) unendlich gross, der dritte Parameter 

der hypergeometrischen Reihe in der Formel (A) bleibt positiv, die 
Reihe behält also einen endlichen Wert. Daher hat man 

/oo 
a a-f2n-fl 

J (x) J (cx) dx == 0, wenn < c < 1. 



Wenn a — b = 2n -}-! öine positive ungerade Zahl ist, so bleiben 
die Gammafunktionen in der Formel (A) endlich, der zweite Parameter 
in der hypergeometrischen Reihe wird — n, die Reihe bricht also 
mit dem (n -f- 1) Terra ab. Man hat 

J(x) J(cx)dx = ^-^t-i-^^ F(b+n+l, -n, b+1, c»). 

Diese Formel lässl den Grenzwert, den das Integral enthält, wenn c 
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gegen 1 lüngehl, nicIU erkennen. Die Anwendung der Gauss'schen 
Gleichung 



^ r{y-a) r(r-ii) 

giebt die unbestiranile Form ^ . Zu einer diirchsic.hligen Darstellung 
gelangen wir, wenn wir der allgemeinen Formel (A) zuerst die Gestalt 

geben 

h-a f-1 /, . b— a+l\ 

,,CX3 A = oo '- .. l/,-| ! — ) 

J(x)J(cx)dx^c''^ „^-^ '- 

Selzt man 

a = b f 2n + 1, 

so geht sie über in 

J(X) J(CX)dX= C >(;] I \^ j (— CY. 

Nach Gauchy's Formel ist 



ij ^ 







' subslituirt man dies in der lelzlen Gleichung, so kann man unter dem 
Integretionszeichen summieren, wodurch 

oo 

r bf2n+lb b /•n+ll"+'' 

j J(X) J (cx) dx = ^l ü±'^i_(i_c»_cn)'' dl 

entsteht, wenn der t-Weg eine geschlossene Curve um ist, welche 

— 1 ausschliesst. Man kann ((l — c^)— c^l)" in eine endliche Summe 

entwickeln und dann die Integration Term für Term vollziehen. Es 
ergiebt sich 

oo X=n 



u 



;i=0 ^ '^ ^ ^ 



145 — 



oder, wenn man wieder zur hypergeometriscben Reihe zurückkehrt 



(A 



/b+2n+l b 
J (X) J (CX) dx = (— l)°c2°+*>F 



( — n, — n-b, 1, — (^ - 1) I 



Auf demselben Wege erhält man aus der Formel (B), wenn 

a — b = — (2n4-l) 



(ü 



ra a-|-2n-|-l 
J(x)J(cx)c 



dx == ( — l)nc-2n-a-l |; (_n, — n— «, 1, --(c^ — 1)), 







aber wenn a — b=2n-j-l 



(B«) 



rH-2n+l b 
J (x) J (c\) dx .= 0. 



Wir haben somit folgende zwei Integrale 



(I) 



/ 





a a+2n+l 

J(x) J(cx)dx 



= (— l)»c-2n-*-i F(— n, — n — a, 1, — (c2-l)), wenn 1 < c, 

aber = wenn < c < 1 ; 



oo 




b+2n+l b 

J (X) J (cx) dx 



^(^^l)n^,2n^l.Yl^—U,^n-b,l,-Q-—iyj,^ <C < 1, 



OD 



aber = wenn 1 <; c. 

Beide Integrale sagen nicht wesentlich Verschiedenes aus ; ihre Her- 
leitung ergiebt, dass sie auf dieselbe Art in einander übergeführt 
werden können, wie die Formel (A) in (B) verwandelt wurde. 

Das Integral (I) giebt, wenn c auf 1 herabsinkt, den Grenzw^ert 
(— 1)", wenn dagegen c wachsend gegen 1 hingeht, den Grenzwert 0. 
Beim Integral (11) Qndet das Umgekehrte statt. 

Für a -- 0, n = giebt (I) 



I J (x) 1 (c 





x) dx = -, wenn c >► 1, 
aber -- wenn < c < 1. 



102 
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Für a ^= - 2 ""<i " = ^ 



QP 




Für n = 

oo 




sin c X . cos X . 71 

dx = o, wenn c "> 1, 

aber = 0, wenn < c < 1. 



a arf 1 -1 

i (x) J (cx) dx =-^1» wenn 1 < c, 

c 



aber = 0, wenn < c < 1. 
Entsprechende Resultale liefern dieselben Spezialisierungen beim Integral 
(II). Sie stimmen überein mit den von Herrn Weber (a. a. 0. pag. 80) 
und Herrn Sonine (a. a. 0. pag. 39) gegebenen Formeln. 

§ 7. 
Die hypergeometrischen Reihen in (A) und (B) sind gut definierte 
Functionen von c. Die rechten Seiten dieser Gleichungen mögen zur 
Unterscheidung mit S' (c) und S" (c) bezeichnet werden. Die Kum- 
mer'sche Gleichung 

F(^ 8 y ^)=.^^r)_r(y -<^-ß) p («, ^, a+/^-r+i, i-x) 

r{a)r(ß) 

1— x) 
gestattet eine Transformation vom Argument x zum Argument 1— x. 
Um die Gleichung auf unsere Function anwendbar zu machen, müssen 
wir den Grenzwert der rechten Seile für 7-^«+/^ bestimmen. Setzt 
man )• = a + /? + ^) wo e zum Verschwinden bestimmt ist, und 

bezeichnet-^Tv mJ^ ^ W' ^^ ^*^*8^ 

F(«, ß, r, X) =- - f^|±g- Log (1-x) F(«, ß, 1. 1-x) 

A=oo 

+r{a)nß)^^ r(«) riß) ?aii^ '^' ^^_^^/ 

Alan erhält nun unter Berücksichtigung von 



I 
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(a— b);r 
cos 



(A^)S'(c)^ -^ c»>Log(l-c^)F(5±y:l, !^J+1, 1, l-c») 



(a— b)7r ;_^ ^( , , a+b+l ^ j^f , ^h- a+r 
cos- i.^ # . i . » . # j j^ 



I -TT 



71 



S! 't^)r(t|±')"" 



x(2^a+l)-^ (i + ^+i)- ^(-l + ti+i))!-»-)'. 



1 



MuUipliciert man mit c und schreibt dann b, a, ~ resp. anstatt a, b, , 
so bekommt man 

(a-b);i 



cos 



_j c 



e„ r(=+y:i)r(l^|±').u, 



Die Formeln (Ai) und (Bi) zeigen, dass das Integral, wenn c gegen 1 

fa — h)n 
cos-^ — 2 — 

hingeht, unendlich' wird wie Log (1 — c"). 

Um die Yergleichung mit der Formel (Ai) zu ermöglichen, ge- 
brauche man die durch 

F («, ß, r, X) 3- (1 ~x)-» F (a, r-i% h — i^^—^ 
dargebotene Verwandlung. Der Logarithmus des Arguments wird 
Log —^ i/r und fiihrl man dann statt i cos - — :— die reelle 

° c^ 2 

Jn (a— b)7r 1 

Componente von e ' 2 2 J ein, so folgt 

(a— b)7i 
(A,) S' (c) = V - ""' J -Log ^-^^ +sin (a-b) | j c-«-> 



P A+h+l a-b+1 , l-c»\ 

^ [-2- ' ^J ^' ~ ~^) 
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71 



S rC+|i') Hs=5±.) „ „ 



x(^^a^-l)-^(l+tt|+!)-^ (*+'T-i)) i-'-^y. 

Man führe jetzt in (Aa) die Variable c mittelst eines kleinen rück- 
läufigen Halbkreises aus der Gegend westlich von t in die östliche 
Gegend der positiven Axe hinüber bis zu irgend einem Punkt, wo 
die Gleichung (Bi) ursprüngliche Geltung hat, und ziehe dann S' (c) 
von S" (c) ab. Es ergiebt sich 

i(b-a-l)^ /"a+b+l a— b+l . c«-l\ 

S* (C) - S' (c) = e ^ C-«-i F V 2~ ' 2~ ' ' ~c^J 

was fürb = a-{-2n-|-l und c = 1 in 

lim (C = 1) |S'' (C) - S' (C)j n=r (— l)n 

übergeht. Die Discontinuität hat also ihre Ursache in einem Funklions- 
Wechsel und nicht etwa in der logarithmischen Unstetigkcil. 



§ 1. Ein anderes Integral. 

Es sei auszumitteln 



JA A 

e~^ J {2\/a\) J (2 s/ßx) dx. Est ist 



S = 

a 

a 



J (2 v/^x) = %^-- J e ' l-"-i dl, also 



N 




OO 
2\7t n.' " d 

» -N 

Man setze 




oo a 



e ^ lK2\ja\\\ d X, dann wird 
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— R -1 



; - / T e' 



S^ '.. - I T e l dl. 






Wir niitllen den Werl von T aus und selzen \ = . , , y, dann folgt 



a ^oo , . . . a 



T=',-L)'"r«"'HVi"t'/)'"'"'" 



'" 6 



Nun aber ist nach Früherem 

.CO a a 



r— X a / \ ^ - — — « 

e J ( 2 \/ct\) )x"dx=^ff"e , daher auch 







r^:>o ___a aat a 





also 

a t 
ia ^ a-f-1 — f • j 

T-=a 2 / t \ e ^ somit 

a^a. afc -a — 1 

— N ^ o" 




Nun sei l = u —/':?. Ist t =::: —ß, so ist u = o 

t =::z 0, u = /i, daher auch kein Pol mehr 
für t, der t-Weg eine rechlläufige Schleife von — N um — ß 
herum, der u-Weg eine solche von — N um o heruni. 

Es ist t — —- ^ = u — ,:? — a - = — t" — a + u -^ , 

« f. « ß 

*- t+,^- -«-^ " + -Ü 

e ' ' :r^ e e , somit 



ra ß 
u+ - -a 
e u 



(aß) ^ —tt^ß i "+^ -a— 1 

S = " *^i 7," e Je u du. 



— N 
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Wir haben nach [. Heft, S. 52, Formel (Ai) 

* / / — \ -FT r u — a — 1 

j (2V x)^^ e " u du. 

2 1 n •/ 



— N 




in \ 71 



Man selze x= a ß = e aß, \/x = e ^ \l a ß , 

\ TT 

2\/xi=-2e ^ \l ^ ß •> daher nach diesem letzten Inlegral. 

\n iL /* _i_"/* 1 



du 




i rf i TT f « ^ \ ^^ /» I ft /^ 



;(2e '^ V^-^/?)=.e '-* V-'^ ' « " " <!". daher 

2 1 7t J 

- N ^ ~0) 



(".^1^ I e " II du =- e ^ J ( 2 e *^ \/m) 




und schliesslich 

_ a i " ^ a ^_ü 

S==e " e "^J (2 e 2 y^^-?)^ also 



r- X n m a I TT 

c J (2 V/ «"x) J (2 v/^x) d.\ -3 c ~ " ~ ** e~ ^ J ( 2 e"2 V^). 



Der allgemeine Term der Besserschen Funktion der rechten 
Seile ist 

-'^'i l '■;■ _ a |-2;i 

A! r(A t-a I 1 ) " ■ '' 

X '\ /i X 2 1 [ji n 

( -■ 1 ) . e ;=-- ( — 1) ^^1 und e '^ auch aufgehuben wird, 
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so lial iiinii 

Allgemeiner Term =^ rrT^Tri — TT"' ^'^^ 

° A ! i (/-|-a-)-l' 

in ;. =^ oo a 



1=0 ^!^^«+^+l) • 



=:::^ (« ^:?) _> («,.:?) 



Nach früherer Bezeichnung sei 
' a! /'(a-j-A-f^l) = F (a, «|i), daher kann die Bessel'sche Funktion 



a 

der rechten Seite durch (« ß) ^ F (a, a ß) ausgedrückt werden und es 
folgt 



r 





— V a 

e J (2 V'ä^) J (2 v/ /ix) dx = e (« ,^) ^ F (a, aß) 



§ 2. Die Differentialgleichung von Riccati. 

Die Ordnung jeder homogenen DifTerentialgleichung, in welcher 
y als Funktion von x bestimmt ist, wird durch Einführung von v = 

um eine Einheit erniedrigt, jedoch hat dann die Gleichung 

aufgehört linear und homogen zu sein. 

1 d y d f^og y 
Es sei -- — ^ = - -^^-^ =: V 
y d X dx 

_dVLogjr_ „ JL _^ _ /Jl ^Y 

dx^ "" 7 ThT^ [Y ' Ä\) ^ ^^^^^ 

y d x'^ dx - ' \^ > dx y 

y dx-^ - dx ^ ' ^^'^ 

Nun lautet die nifferenliaigleichung für die Bessefsche Funktion 

erster Art 

d^y , dy 

dx- 



'' -5 ■+- ^dx I (X— O>-0. 
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Dieser Gleichung wird sowohl durch J(\) als auch durch K(x) Ge- 
nüge geleistet. Wir dividieren mit y und erhallen 

1 . il + X. -1 _^ 
y dx^ ■" y dx 

Berücksichtigung der vorhin angegebenen Transformation (1.) 



^^ ' ~:7 ' "J72 + '^^ "T ^^ -f- (^^ ~ 3^) = und sodann unter 



dv 

x^ - -}- x^ v2-4- X V 4- x^ — a'^ = 0. 
dx ' ' 

Nun setze man 

dv , dw 

XV = w, also x -; — f- V = -, - 

dx ' dx 

dv dw 

X 

dw 



dx dx ' 



dw \ 

-- — V j -}- ^2 v^ -[- X V -|- x^ — a^ = 



... ...... ^ _ und endlich 

dx 



' -a*+w' + '^'-a' = 0- (2.) 

Es soll jetzt bewirkt werden, dass in der Gleichung (2.) statt vier 
Terme nur deren drei auftreten. 

Es ist w'^ — a^ = (w — a)2 -f- 2 a (w — a), ferner 

i {^ — ^) , o r . -2a+ld / 2a N 

^. h-2a(w— a) = x -r- Vx (w — a) J 

d X ' dx 

d w 

X -|" (w — a) 2 -f- 2 a (w — a) -f- x^ = 0, oder 

A[,V_a)] + x^--^(w-a)^+x^^ + ' = 0, 

dr 2a, vi , -2a-ir 2a 12 2a-fl 

'^[^ (w — a)J + x Lx (w— a)J l-x =0 



Wird z = \"' (w — a) substituierl, so erhält man 

dz -2a-l „2 , 2a-|-l /^ ^.^^ 

— - X z + X ^ == oder 

dx ' ' 

dz-f-x-'^-' z-dx H-x'^-^'dx - (3.) 

als die gesuchte DifTerenlialgleicIuing mit bloss drei Termen. Das all- 
gemeine Integral der Gleichung (3.) ist zu suchen. Es ist das allge- 
meine Integral der Differentialgleichung für Bessersche Funktionen : 
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y = A J (X) + B K (x) 

X d y 



Nun war v =^ — — ^ w = x v 

y d X 

2a 2a/x dy 

^ \y d X 

2a + l 1 dy 2a 

z = x ^ •— 3-^ — ax 

y dx 



■) 



y dx' 



— a 



Z = X 



3 a + 1 J^ d_(x y) 
Y d X 



3a+l 1 — a/d 
= X ' X 



(dI-T)(*'<'" + "«) 






d 
dx 



a ^ * 

X 



»4 1 
J(X)=- J (X) 



z = — \ 



3a + l 1 



Z= — X 



Z=::: X 



y 

a-l-l a-fl 

2 a+1 A J (x) -f B K (x) 
AJ(x)+BK(x) 

A a+l a+1 

i^ J(x)+K(x) 



(d a \ * • *'+'^ 

— a / a + l a+1 X 

X (a J (x) + B K (X)) 



nach I. Heft 
s. S. 27 u. 40 



(^•) 



a+l 

K(x) 



Aber nach der Definition I. Heft S. 34 ist 

a+l -a-l 

COS (a -f- 1) ^ J (x) — sin (a+1) tv J (x) 

sin(a f l)7r 

a+1 -a - 1 

— COS a TT J {\) -}- sin a TT J (x) 



— sin a 7t 

a+1 --Ä-1 

^t^ , , COS a TT . J (x) — sin a 7« J (x) 

K (x^ ^:= \ - ■ ^ — • 

sm a TT 
Diesen Werl in (4) eingesetzt, ergiebt für z 

a+1 -a-1 

A *i"^ / V COS a /r J (x) — sin a yr J (x) 
2a II B ' ' sina 7r 

7.= \ ' 



a — a 

A " . , cos a TT . J (x) — sin a TT J (x) 
li sm a 7c 



2a 
z = X 
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_|,1 J (x) +(^— B^sinaTT — cosa/r j J (x) 



A . 



J (x) -}- ("ö'^i'^ a TT -|- cos a TT ) J (a) 



Setzt man G = — -^ sin a tt — cos a /r, 

So folgt z=x^^^V^ ^^'-^^{ k 

j'(x) + G J (X) 

Nun lautet die Riccati*sche Sleichung 

du + A uM "-1 dt = ü L "-1 dl. (50 

Vergleichen wir (5.) mit (3.). so hat man zu setzen 



2 1 



t == (^^) A ( - B) .X ™+" 



m^-n n 



m-fn\ «n+'i ,. >>4-n , „^ *"+" 



" = (-J-) A- ^ (- B) 

Führt man — ^- = a ein, so folgt Gleichung (3). 
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fessor ander Kantonsschnle in Aar.iu : «Üeber die Eigenschaften der Bessel'schen 
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Formel (12.) 

*°) Vergleiche ebendaselbst S. 51. Formel (12.) 

nj Vergl. H. Hankel «Die Cylinderfunktionen erster und zweiter Art.» 
Math. Annalen Bd. I. S. 472. 
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hin ist der historische Theil zu benutzen. 
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